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On consideére la fonction f définie par la sénéiére de rayon de convergence R>0: f(>§aﬁx”, ainsi que

les séries déduites, pour un entier naturel kndonf(x) = ankanx”.
n=|

1) Montrer que f a le méme rayon de convergence que f

2) Montrer que {§1(X) = x.f'(X).

3) Exprimer {(x) en fonction de f et de ses dérivées powakiantde 1 a .3

4) k étant un entier naturel non nul, montreil gxiste une suite @)pDN telle que pour tout k: =0, et

k
pour tout p>k: § =0 ; définie par : \{x) = leK,p><p.f“’>(x), et vérifiant : $yp= P.Sp + Scps (récurrency.
p:

Montrer que cette récurrence reste vraie si oerliéau rang le plus bas en posapp S1 et §,=0 pour tout
p non nul.

k -
5) Montrer en utilisant une fonction f judiciensent choisie que 21&,pxp = Zonk%.e'x. Inversement, a l'aide
= = !

0
d'une autre fonction judicieusement choisie, calcuIZOnkx".
n=l
k o0

k
6) Soit B = lex,p et la série définie par : g(x)kEOBk.%. Montrer que : g(Xx) -1 (en admettant qu'il est possible
& = !

d'échanger les deux sign@s intervenant dans le calcul & condition de reg#ms le disque de converge)mce
1 o j

7) Soit la suite (Ip)pmm définie par: T, 2512(_1);)-1(?) J%, (ou (?) est la combinaison de j éléments parn)i p
=

Montrer que la suite @;)pD vérifie : Tu1p= P.Tap + Tkp-1; €N déduire que = Sp.

N

8) En appliquant la formule du binbme et en utilida développement en série de l'exponentiellegld@per en
série entiére : gx) = #(e?( - 1) (en admettant qu'il est possible d'échanger les dignes X intervenant dans le calcul a

(o] K (o]
condition de rester dans le disque de convergerled déduire que : ,(x) = kz‘bs“p'%’ puis que :Z‘bgp(x) = g(x).
= - p:
k
9) Montrer que lorsque k est assez grand alqzr,§~§!-, en déduire le rayon de convergence geDgnner le
rayon de convergence de ¢

10) On considere la suite de polyndmes définie Kar=1 et % = x(x - 1)...(x - p +k1) Vérifier que l'on a

bien : X1+ p.X = X. X, et en déduire a l'aide d'une démonstration gamrénce que :ZlSK,po =
p:

Les {p sont appelés : nombres de Stirling de deuxiémpeces et les B nombres de Bell. En outre i(¥) = Li.(x) + 1, ou Li désigne le
polylogarithme.



