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1) f ale méme rayon de convergence que f cari@dérivée k-ieme de f ale méme rayon de caerere
o] o}

que la série de f:(kf(x) = Z;)n(n - 1)...(n - k + D&, et qu'elle est équivalente & la sér;EBnkaﬂx” car le
n=i n=
produit n(n - 1)...(n - k + 1) est équivalenh (quand n grand (Pas de d'Alembert car certaing peuvent étre nu)s

2) xf'(x) = x.(Zonkanx”)' = x.(Z;)nk”aﬂx”'l) = Z‘bnk”anx” = fen(X).
n=| n= n=
3) fi(x) = x.F'(X), f(X) = X.F(X) + X2F'(X), f5(x) = X.F(X) + 3xL(X) + x3.FI(x).
1
4) Par récurrence sur, la proposition est immédiate pour k = 1;(xf = x.f'(x) = ZlSK,FQ(p.f(”)(x), ou §;=1
p:

k
On suppose ensduite la propriété vraie jusqu'au tanglors §.1(x) = x.f'(xX) = x.(ZlSK,pxp.f(p)(x))', d'ou :
p:

k k k k
frea(X) = X(Z P.Sc po_l.f(p)(X) + szpo_f(pJfl)(X)) - zpls(pxp.f(p)(x) + ZSK,Q(p”.f(p”)(X) :
k+1

frea(X) = Zp SpX®. f(p)(X) + z Scp- 1pr (X) z (P-Scp + Scp )X f(p)(X)

frs1(X) est donc de la forme souhaitée avec en plteddéion de récurrence .8, = P-Sp + Sp-1-

Au rang le plus bas : 1$= p.Sp + Sp1; la seule possibilité non nulle est 1,$ §1+ S0=0+1 =1 Et
alors §(x) = $0.f(x) = f(x) est OK.

Y k
5) En choisissant f(x) &, on obtient : f{(x) = Z‘bnk% (la définition) = zlSK,poeX (la propriété de la question précédgdnte
n=l . p=
k Y
On en déduit le résultat souhait@;ls&pxp = Zonk%.e'x.
p= n= :

w k
Inversement, en choisissant f(x) = 1/(1 - x) sidP (x) = p¥/(1 - xJ*", et alors :nZ:%)nkx" =1i Z SepPIE)"-

00

6) On remplace par ce qui précéges x=9 : g(x) = Z Bk W Z Zn et = Z (Zm,( i %.e‘l = Zoe"x.%.e'l,
k=0 n= k! : n=i :
d'ot : g(x) =ZO = PR g
n=0 "

7) On calcule p&l'p+Tkp1— Z(l)Plp(D)J p ( )Pll(pl i pl(pk+1+2(1)m(p(p) (pl )9,

p-Ep+Tkp1— (pk+1+2(1)pj(p)lk+l —pl ID](p)lkﬂ Tir1,pe

Comme cette formule permet de faire coincider leesi(T,,) avec la suite (&) a la fois pour la relation de
récurrence et a la fois pour les premiers term&sy:=0, Ty; =1 et T, =0 pour p > kil s'en suit qu'il s'agit
de la méme suite : = & . (Exemple sans l'initialisation : jbp = Uy + 2 €t V1 =V +2, =0 et y=1).

p ) ) P :
8) En appliquant la formule du bindme ;09 :é.(ex -1p :%.Z()(-l)”"(?)é" :%.Z(‘,)(—l)p”(?).zﬂ;.)—, d'ou :
' H = Y=

© p . ) © )
gp(X) = kZO(%JZl (D) 195 = Z Sk



Par suite :pzbgp(x) = pzoé.(ex -1f =ef 1= g(x).

P .
9) Lorsque k est assez grang, Sé.Z(-l)p'J(‘.’) j¢ estune somme de p termes, et on est tentiéadgu :

1<<F<< .. << (p - 15 << (@, alors Qp~ ,, mais ¢a n'est malheureusement pas un polynéme!caépend
de p
Z( 1P ,(p o= Z( 1)y avec “_'_(AW Alors —l‘J— —JJ+—1(J—) d'oli, comme 1/|§—le_ p:

—lj‘fls (Jj—l)k.p, etalors ph < (Jj—l)k.pq <<y pour k suffisamment grand. Ce qui prouve l'églgince ci-dessus.
Il s'en suit que le rayon de convergence ge egt le méme que celui de la serEp, b —é.epx, le rayon de
convergence est donc infini.

Ensuite : g(X) —Z (€ - 1) = Z =h(y) avec y = -1: comme le RCV(h(y)) en y est infini,celui en
x de y(x) au35|, |I s'en swtque Ie RCV(g(@n x l'est aussi

10) Il est évident que X% = (X - p)X,, d'ou le résultat.

Pour k=1 ona bien 191 =% 0On suppose donc que la propriété est vraie jana'ng k;aurang k+1

k+1

ona: 2 SuuXp = Z(&,;ﬁp&)x —ZSWX +Zp&pxp Z&pxp+1+2p&pxp car les termes

k+1

extrémes omis sont nuls. Alors, Sea,Xp = lek,p(xpﬂ + pXo) = ZlSK,p.x.Xp = x.ZlSK,po = xX = X Ce
p= p= p= p=
qui prouve la proposition initiale.



