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1) On montre d'abord qu{onkaﬂxn a le méme rayon de convergence que f cariadérivée k-ieme de f a
n=|

le méme rayon de convergence que la série dé(k)(x) = Zon(n -1)...(n - k + 1)x™ et qu'elle est équivalente
n=|

a la série Zonkanxn car le produit n(n - 1)...(n - k + 1) est éqiént & f (quand n grand Il suffit ensuite de
n=i
faire une combinaison linéaire de séries ayant@menrayon de convergence pour retrouyer f

2) On vérifie facilement que D o O R et (P, QI R[X]? fupy = 0f ) € i) = fp) *+ fio)- COMme en outre
E; n'est pas viddl contient §, c'est donc un sous-espace vectoriel de E
3)a) Cavientdu faitque : fo . o, .op =01fp) +02fp, + ... +ou.fy,. Donc:

Opfp) + 0o fp) + oo+ =0 = f oions vam =0 = lescoefficients de la série sont tous nulst-c'es
a-dire: @u.P, + 0..P + ... +0x.P)(n).a, = 0 pour tout entier naturel .rComme il existe une infinité de
coefficients a non nuls, cette derniére égalité est équivalante,.P, + a,.P, + ... +a,.P =0 (e polynéme nyl

car pour chacun de ces, & polynbmea,.P, + 0,.P, + ... +0.P; admet n pour racine ; ayant une infinité de
racines, il est nul. La propriété a démontrer erodiec

b) Par exemple : B = (f, f,, ..., fx, ...) est de facon évidente une base de elie est libre d'apres ce qui
précéde, et elle est génératrice en utilisantdegrigtés de linéarité établies a la question glécte.

C) al.fl(P) + az.fz(P) + ... +ak.fk(P) =G <« OnON, P(n).6ip.agn+ 0o.8pn+ ... tOk.& ) = 0. Ce qui, compte tenu
de I'hypothése sur, st bien équivalent all N[O N, 0y.@,+ 0.8+ ... +Qx.&n = 0. Enfin :
OnON, arant0zgnt ... +aa&n=0 = o.n.f; +0.f + ... +a,.fy = G. Le résultat en découle.

d) Non ; contre-exemple (k) = €, fo(x) = x€, P(n)=n Py(n) =1 Alors: i, =fap).

e) Soit P(n) =n(n-1)f(x) =2 +x et g(x) =1+ 23Alors : f,) =g = C.

4) a) Pour u(x) =€ et v(x) =e*, P et Q étant deux polynémes quelconque®Rp€ , on peut ainsi écrire :
Up) = ZOP(n)ﬁ—T et v, = Z‘b(-l)"Q(n):;—T. Un élément de B E, doit pouvoir se mettre sous ces deux formes et
n=i . n=l -

devra donc satisfaire a I'équatione) & V(). C'est une égalité de séries entieres, elle doit @tre verifice par
chacun des coefficients : P(n) = (Q}n) pour tout entier naturel . i€a signifie que les polyndmes P et Q
doivent coincider pour une infinité de valeurs, éesiers pairs, tandis que P et (-Q) doiverih@der pour
tous les entiers impairs. Par suite P = Q et-R=donc P =Q =0Alors y, =V, = 0 (a fonction nullg et

finalement: En E, ={0g}.

b) Pour @(x) = ch(x) ety(x) =sh(x) ona: y,= (@), et v, = (@Y), donc E+E [ Ey+Ey, etonade
méme : @, = ((U+v)/2),, et Py, = ((u-v)/2),, donc B+ E,UE,+E. Parsuite: £+ E,=E +E.



5) @) Te(0f) = fiupy = ALfpy i Telf + Q)(X) = (F + 9)o(%) = ZP(N)(@ + X" = ZP()ax” + 2 P(Mhx", d'ou le
résultat : F(f + g) = Tp(f) + Tr(g). C'est donc bien une application linéaire.

b) Z‘bP(n)a,x" =0 <« On0ON, P(n)a =0. Donc chaque valeur de n qui n‘annule pas E@) annuler @
n=
tandis que si n est une racine de P(n) algresaquelconque. Il s'en suit que :

Ker(Tp) = {bx™ + bx™ + ... + x™, (by, by, .., b) O IRK} =Vect((x = xm), (x> X"), ..., (X = X%)).

[

Comme l'image de f est nulle sur ces rangslfa(Tg) = {Z_:Obnx", avec B =h,=..=h =0}

C) Tx (f)(X) = Xk-z‘bn(n - l)(n -k + 1)@“* = Xk_f(k)(x)_
Kk &
T, (HX) =0 = x.f¥x) =0 pour tout xdonc: f estun polyndme de degré strictenetieur a k :

Ker(T, ) = Rea[X] .

d) Soit un réela et deux éléments quelconques p et q de: B(X) =Z::On(n -1D...(n-k+1).Pn)a" et
q(x) = Z:;)n(n -1)...(n - k + 1).Q(n)a". Alors : a.p(x) =Z:;)n(n -1)...(n - k + 1)d.P)(n)ax", et de méme :

(p+9)X =Z:0n(n -1)...(n -k + 1).(P + Q)(n)d'. Comme [ n'est pas videcgntient au moins )f c'est bien un
sous-espace vectoriel dg Bu de E c'est la méme chose cay (EE; O E.
e) Il est simple de montrer quey &1 E, car n(n - 1)...(n - h + 1) est en facteur dgns d'ou ;

Eint Ex=En et Bnn B = B
Enoutre n(n-1)..(n-k+1) esten facteursddfy ), = x, 00 (f)), D Bk

6)a) Uy, (X) = nZ%)nZ.)rj—! = ... On fait ici la méme démonstration que dansas général :

foe() = 2n2.8x" = 2 (n? - n).ax" + 2 n.ax" = x2.2n(n - 1).ax"% + x.2, n.ax™" = x2.f"(x) + x.f'(X).
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
Appliqué a u: Y, (x) = (x2 + xg".
b) fOKer(Tx:) = fy,(X) =0 pourtout x= x2f'(x) +Xx.f'(x) =0 = xf'(x) +f'(x) =0 = xf(x)'=0 =

xf'X)=A0R = f'(X)=A/x < f(X)=A.In|x| +i (A nulou x non nul). Mais cette fonction n'est développable
en série entiére que 3i= 0. Par suite : Ker(k) = Vect(1) =Rg[X] (les fonctions constantes

k
¢) Comme (%, Xi, ..., Xk, ...) estune base dR[X] alors P(X) :Z‘bap.xp d'ou :
p:

k k k
S(Up)(X) = F;)O(p.u(xp)(x) = ’;)ap.xk.u(k)(x) = (F;)ap.xk).ex = Q(x)€ 0 E,.

S@.Up) = S(Ygp) = 0.PU =a.S(Yp) ; S(Yp) * Yg)) = S(Yp.q) = (P + Q)u = Pu + Qu = Sf) + S(yq)). C'est
donc bien un endomorphisme.

Comme u(x) =, u(x) >0 pourtout x donc $ =0 = P(x)€ =0 pourtout x= P(x)=0 pour tout x
< P estle polyndme nul, d'oyp\F Y, = 0. L'application S est donc injective.



Etant donné un élément quelconque g deaBrs g(x) i Q(xE"; existe-t—ilkf telle que f(x) = P(d%, avec :

g = S(f). Comme on I'a vu au début de la question, Q&Jap.xk = P(x) =Zoap.xp. L'application étant aussi
p= p=
surjective, c'est bien un isomorphisme.

7) La bilinéarité et la symétrie de F sont dességnences de la linéarité de l'intégrale et derdanutativité de
la multiplication. Quant a la derniére propriétie @ient du fait que l'intégrale d'une fonctionsfitve est nulle
a

si et seulement si cette fonction est nulle : & I_lf(x)zdx =0 = f estnulle sur [-1a], mais pas suRR.

8)a) On avu que f(x) = x.f'(x) et f,,(x) =x2f"(x) + x.f'(x). Il s'en suit qu'ici :

fog () =X/(1 - xF et ., (¥)=x(L +x)/(1 - x].

b) Le calcul direct ¢n posant x = (x - 1) ¥)1donne : F(f, §) = (a + 1)(3a - 1)/8(a - 3)Donc, comme a > ;lon
en déduit: F(f,§)=0= a=1/3

¢) Le calcul direct donne : F(f, g)*=+ 1/6 et F(f, g) = (1 + 1)/12 ll s'en suitque : ¢ gf ~foy +

>3-

11x2+2x-1

Finalement: g(x) = 60X}

d) Soit une combinaison linéaire : ho=f + B.f,, +y.g; alors h=0= F(f, h) = F(f,, h) = F(g, h) = 0d'ou :

a.F(f, f) =B.F(fy . fx) = Y.F(9, 9) = Q c'est-a-direa =B =y =0 car les autres termes des produits sont des
intégrales de fonctions strictement positives'elhsuit que la famille (f,,, g) est bien libre.

€) On cherche cette fois-ai, 3 ety tels que h =x2?/(1 - X)Le calcul direct de h donne :

h = ((6ux - 63 + 11y)x2 - (12a - 6B - 2y)x + 60 - Y)/6(1 - XF = x2/(1 - x}. Alors : a =1/12 B=0, y=1/2

9) a) Le calcul direct donne : F(u,)) = (1 - a?)/12d'ou a=1 dar a>-).
b) On trouve alors Fy, v) = Q

c) Soit f=ay.u +PBruy, et g =0V + BV, . Alors F(f, g) =0;02.F(u, v) +B1B2.F(Uy,, V) car les deux
autres termes sont nuls. Par calcul direct on obiealement : F(f, g) = 2(.0, - B13/3) = 0.

Par exemple, si f estnulle, g est quelcongiesi f n'est pas nulle on peut par exemplerpose

f=o.u+B.uy et g=A.(B.v+3y,), avecA UR.

*)



