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On considére : f(x) :Zoa1.cos(m><), avec : {azglk sin=13% (kON), & =0 sinon}
n=l

[ 00 0 1 » .
1) Zo|aq.cos(mx)| < Zolaﬂ| = kZOEIZ = 2. La série est donc absolument convergetdec (convergenje il faut
n=| n=l =

toutefois préciser qu'on additionne des termedifgsi

2) f(x + 2) = f(x), la période est 2encore faut-il que ce soit la plus petite;;#&0, il y a donc un terme en
cosfx) dans la somme, il ne peut alors pas y avoirpérede plus petite.

f(-x) = f(x), donc f est paireof peut aussi utiliser le fait que c'est une s#i€ourier pour laguelle, b 0).
D'apres la question précédente : f(x}-2, 2] et, comme f(0) =2 et f(1) =,-&s bornes de f sont -2 et 2

Ox, f(x)= I(Zjoalw.cos(lém) = cosfx) + I(Z_)lzlﬁ.cos(lém) = cosfx) + kZJOEI<1TI.COS(1§”T[><) ; il s'en suit que :

f(x) = cosqw) +3. éogllz.cos(lén(mx)) = costx) +3.f(13x).

3) Il suffit de montrer la continuité syd, 1] car f est de périod2 et paire. Grace a la convergence absolue de
0 n

lasérie:d0e>0, ONON telque N = ry(X) = kZ l|a<.cos(la1><)| <eg. Par ailleurs : $x) = kZOa<.cos(h1x)
=N+ =

est continue car c'est une somme finie de fonctioméinues. Enfin, quand x tend verg alors §Xx) tend
vers §(Xg) car § est continue, et commen(¥) - r(Xo)| < r(x) + m(Xo) < 2, et f(X) = §(x) + r(x), alors la
continuité en tout x est assurée. |l ne reste plus qu'a rédiger lagsitton convenablement :

Oe>0, ONON tel que K(X)-rnixg)| <€/2 etdn >0 telque |X-d< = [su(X) - su(Xo0)| <€/2; par suite,
[f(x) - f(xo)| < [su(X) - su(X0)| + [W(X) - 'n(Xo)] <€.

- Attention : la fonctionf, qui, pour toutn non nul associe & : f,(x) = x/n est continue e, mais la somme
infinie des {(x) estimpossible a réaliser pour x non nul.

4) a)dy, E(y)sy<E(y)+1;donc: E(y<E(y) +% ou E(y) %s y < E(y) + 1 D'ou finalement :
0<y-E(y) <% ou %s y - E(y) < ], c'est-a-dire : @ y - E(y) <% ou 0s1-y+E(y) <%. Il s'en suit bien que :
0<min(y - E(y) E(y) + 1-y)<3.

b) Dans le premier cas N = E(y) et t=y - E@t)dans le second cas N=E(y) +1 et t =W} EL

c) Il suffit de poser y = 3% dans ce qui précéde et on obtient immédiaterignet .

5) Soit m:i—g'mt% et h‘,:%%; 13 x+h) =N, +1 et 187(x-H)=N,- 1.



6) Soit $(x) = ﬁég.cos(lénx).

Q)0 h, Sx+h)-SK) = gzllz.(cos(lén(x+ hy) - cos(15m)) = -égllz.zsin(lén(ﬁ hi2)).sin(15mh/2),
d'ol : |$(x + h) - $()| < éallz.z.|sin(1§m/2)|s éallz.lj(nlm :n|h|§0(13/2)k = mfh|((13/25™ - 1)/(13/2 - 1) Et :
1S,(x + h) - SX)| <11h|(13/21(11/2) =21—’1T.(13/2)"*1|h|.

b) On en déduit immédiatement 6+ h) - $(x))/h =a. (13/2)D+1 avecd D] 11 1

7) Soit R(X) = f(x) - S09).
a) R(x+h) = k:Zp:ﬂElR.cos(lén(x +hy) = k:Zp:ﬂEllz.cos(lén(Np + )13 = kz%ﬂalg.(-l)%ﬂ. De méme :

Rix-H) = 3 —cos(inx- ) = ¥ ~cos(imN, - 118" = § —1R.(-1)Np-1. Dot
k:p+12 k=p+12

Ro(x + 1) = Ro(x - 1Y) = (-H“w”%ﬂ;lw = (2 (1 p)/3)- (1 —1—12,3L_

Comme : 15w = 13N, + t,)/13"", alors :
cos(13mx) = cos(18"'mN,)cos(18 ) - sin(13™'nN p)sin(lia*"'["lrrtp) = (-1)*.cos(18™'nt,). Par suite :

Ry(x) = k:ijﬂEllz.cos(léTD() - (-1y“p.k:%+151g.cos(1é"" gz—plr > ¥ L cos(13mt,) = ‘—plf f(t,).

b) Rp(x W) - R = Rix + 1) - R0 = 51 + 1) =2 + Scostuy + Lia3y).

Comme | < donc 0= cosftty) < 1, et [f(13f)] < 2, alors <1+3 cosQ‘[tp) +3 f(13tp) < 2. Il s'en suit que :

IR0~ ) = RO = (RO + ) - Re(x)] 2 355 = 551

c) |(R(X + hy) - Ry(X))/hy| >—p+1 = tp.(13/2)"*1. Comme $01-3,3], alors 1—1tp 013, 2.
Il s'en suit que : (R + hp) R,(X))/h, = B.(13/2f™ avecp 0 [-2, 5[ O 13, 2].
[Ry(X - hp) - Ry(X))/hp 2 5—pe1 2p+ =7 }r tp‘(13/2)0+1' Comme précédemmen},i—tp O [%, 2|, etil s'en suit que :

(Ry(x - ) - Ry(x))/hy, = B.(13/2f" avecp' 01-2, 5] O[3, 2L.

8) (f(x + hy) - f(x))/h, = (Sy(x + hy) - S(X))/hp + (Ro(X + hy) - Ry(X))/hy, d'ol :

2 21

(f(x + hy) - f(x))/h, = (@ + [3).(13/2)D+1 etcommed +f|235-37> 11, alors [(f(x + B) - f(x))/h| >1i1.(13/2)°+1,

dou : pIjgﬂ(f(x +hy) - f(X))/hy| = +eo

De méme : (f(x - P - f(x))/hy = (@ + B).(13/2f**; et I'on obtient :pJLn[(f(x - hy) - f(X))/hg| = +e0

9) Comme pour tout réel H il est possible d'obtdy < [H| et h< |H| alors I'ensemble Edéfini par :
Ey = {(f(x + h) - f(x))/h, 0 < h< |H|} n'est pas borné, donc f n'est pas déravaldroite en xDe méme :

E. = {(f(x + h) - f(x))/h, -|H|< h <0} n'est pas borné non plus, donc f n'astqérivable a gauche en x

On a bien montré que f n'est dérivable en aucimt ge R.



