TSI2/ DM 4-2007-2008.

Concours Centrale-Supélec 2005 - Mathématiques |

Les polynémes intervenant dans ce probléme sonpalgadémes a une indéterminéé sur le corps R des
nombres réels. Un polyndme pourra étre indifféremmeté P ou P(X)On désigne par E l'espace vectoriel
des fonctions continues de [-1] sur R, par F, le sous-espace vectoriel de E constitué despolgs de
degré inférieur ou égal @ m (entier nature), et par [n] la partie entiére d'un entier. n

[.A) ch désignant la fonction cosinus hyperboliquesktla fonction sinus hyperbolique, on rappelle que :
OaOR, OnON, €= (ch@) + sh@))".
(/2] n n-2k 3
I.LA.1) Montrer que :Oa OR, OnON, ch(ro) = kZO (Zk)ch(or) (ch2@) - 1).
I.A.2) En déduire, pour tout entier naturgll'existence d'un polynénte, tel que :
Oa OR, ch() = Ry(ch(@)).
Expliciter R, Py, P, P; etP;.

|.B) 1.B.1) Démontrer que pour tout 2n2 : R(X) + P,»(X) = 2X.P,.4(X). En déduire que la suite Jp,, est
unique.

1.B.2) Démontrer que pour tout entier naturel 0 o O R, Py(cos@)) = cos(m).

I.B.3) Calculer le terme de plus haut degréPgeDéterminer la parité de,.

I.B.4) Démontrer que, si |x| > 1 etzrd, alors |RX)| > 1

|.C) Dans cette questiamest un entier naturel non nul fixé. Démontrer gggerhcines de, sont toutes réelles,
distinctes, et qu'elles appartiennent a l'inteevdil, 1]. Elles seront notées;,x0<i<n -1 de telle sorte que la
suite des x soit strictement décroissante. On déterminevalieur de x

[1.A) IILA.1) Pour f élément de ,Eustifier la convergence de l'inté raleﬁlﬂ)d—t
. A ; g g SN

II.LA.2) Montrer que l'application® de B dansR définie par®:(f, g)~ (flg) :LK\EIM;__D% définit un produit

scalaire sur EOn notera ||| la norme associée a ce produit scalaire.

. ot . . ,
I .B) Pourunentiernatureln, onpose 1,= I_lﬁ. Etablirunerelationderécurrencentrel, etl,,, pour n=2.
En déduire la valeur de,.1

. ! Pr(t)Pa(t)dt S
[1.C) 11.C.1) Calculer, pour m et n entiers nature]_.j,%z—. Que peut-on en déduire ?

. 1{"P(t)dt .
[1.C.2) Démontrer que I—l\f_—)? =0 lorsque m et n sont deux entiers natieddsque n<m

I1.D) Soit h la fonction de E définie par h(x} - x2 Calculer la distance de h au sous-espage'dst-a-

dire le nombre d(hF,) = ianDF4||h -PJ|



