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Notations principales E =R[X] ; E =R,[X] I'ensemble des polyn6mes de degrés inférieurégaux a .2
Pour adR donné, f= (X +a)R[X]={(X +a).P, PUOE}; E'=Rh n E,.

B=(1X % .. X" ..) labase canonique de E;=Q1, (X +a), (X + & .., (X +aJ, ...) donton ne sait pas
si c'est une base.

B, = (1, X, X la base canonique de,,ED = (1, (X + 1), (X + 1) dont on ne sait pas si c'est une base.
faE - E, P~ f4P) le reste de la division euclidienne de P par+ a), ce qui signifie qu'il existe un unique
polynébme Q de E telque: P = (X + a).Q(P}), avec en outre le degré : dfH)) <1

g. définie de E dans un ensemble qui reste a digterntelle que : gP) :ijf?.

®E - R, (P, Q> P, Q) =] (G:(P)&H(Q)(X)dx

- Remarques: On assimile les polyn6mes avec les fonctionyrgiohes ; par exemple, le polyndme X + a
désignera simultanément la fonction—xx + a). Toutes les réponses devront en outre &tredt justifiées.

1) 1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel deetu'il est stable pour le produit des polynémes
2) Montrer que & est une base de. Eormule de Taylor, ou récurrence : Vect(1, (X +a)(X + aJ) = Vect(1, X, .., X)).

3) Montrer que P est dans, Bi et seulement si P(-a) = Bn déduire une représentation cartésienne gde F
dans G.

4) En déduire que jFest un hyperplan de. E
5) Donner une base de; R F;.

1) 1) Calculer f(1), fi(X), fi(X?, f.(X") (distinguer les cas n impair et n pair

2) Montrer que f est une application linéaire.

3) Donner le noyau et lI'image dg f

4) Montrer que pour tout couple (P, Q) de polyeém {(PQ) = £(P)fy(Q) (c'est donc un homomorphisme d'algdbre
5) Quel est I'ensemble d'arrivée dg?g

6) Montrer que g est une application linéaire.

7) Donner son noyau et son image.

[l) 1) Montrer que @, est une forme bilinéaire symeétrique positive.
2) @, est-elle un produit scalaire ?
3) Montrer que la restriction d@, & B est un produit scalaire.

w0 . . . N . . .
4) Donner (R n E')" (dans 8 pour le produit scalaire restriction dg a E? (Si c'est un produit scalaire sug, E'en
estunsur E'; et E' est bien un sous-espace vectoriel Je E'

IV) 1) Montrer que D est une base de E

2) On noteq, la restriction deg, & B. Donner la matrice M de, dans B et M' sa matrice dans.D

3) Existe-t-il des formes bhilinéairesyp symétriques définies positives sur 3 Etelles que pour tout
couple de polynémes (P, Q) de EP(P, Q) =@u(P, Q) flors g est un produit scalaj)e

4) Déterminer, si elle existey telle quew(1, 1) =1 P, X+ 1) =P, (X+1p) =0.

5) Donner (R n Ez)D pour le produit scalairg) (obtenu au V.3



