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I.1) (X+a)® =0 donc ©® 0 F, quiestnon vide. La propriété de combinaisondireggest ensuite immédiate
car (X + a) se met en facteur. C'est donc biesaus-espace vectoriel.

Par ailleurs (X + a)[(X + a)PQ] F, donc il est stable pour le produit.

1.2) Il suffit de montrer par récurrence sur negWect(l, (X + a), (X + &) ..., (X + aJ) = Vect(1, X, ..., X).
C'est vrai pour n = 0Véct(1) = Vect(1) ; ON sUppose que c'est vrai jusqu'au rang nraag n + 1 : d'apres le

théoréme d'échange : (X +3)0 Vect(1, X, ..., X, X™) et (X +a)™" O Vect(1, X, ..., X) dont on déduit :

n+l

X™ 0O Vect(d, X, ..., X, (X +aJ™) = Vect(1, (X + @), X+ &) .., (X +aJ, (X +af"") (hypothese de recurrencel
s'en suit que Vect(l, (X + a), (X +2a).., (X + af, (X + aJ™) = Vect(1, X, ..., X, X, ce qui prouve la
propriété.

. n),_
Autre méthode, formule de Taylor en -a: P(X)(=P+ P'(-a).(X + a) +Piz!—a).(x +af+ .. +P(Jn!—a).(x +af,
d'ou le résultat.

On peut aussi utiliser les deux théoremes suivartendition de les citer intégralement :

- Théoréme 1 Une famille de polyn6mes non nuls, de degrés dedeux distincts est libre.

- Théoreme 2 Une famille A de polynémes contenant des pliyes de degrés respectifg, m, ..., ny, est
telle que : Vect(®, X™, ..., X™ O Vect(A).

- Attention: F, n'est pas une application, il est donc incoreeatterdit d'écrire fquelque chose).

I3)POF, = OQOE telque P(X)=(X+a).Q(X); PX)=(X+a)x) = P(-a)=0
Réciproquement : P(-a) =& (X + a) divise Pd'ou le résultat.
Q posséde une décomposition danscér c'est une base : Q(X) #bby(X + a) + b(X + af + ... + (X + a)".

Alors: P(X)=a+a(X +a)+a(X +af+..+aqX +a) " =X +a) + h(X + af + ... + h(X + a)"™". D'ou
I'équation cartésienne de, Bans G est: (g=0), ou bien : (P(-a) = 0)

On peut faire ici une remarque intéressante : B + a)Q(X) + P(-a)
I.4) F, étant défini par une équation cartésienne unigiest un hyperplan.

I.5) Pour que P soit a la fois dang Et F il faut qu'il soit divisible par (X- 1). Il existe donc un polynéme
Q telque: P(X) = (X- 1).Q(X). Comme Q(X) s'exprime dans B, une base den IF; est par exempl}:
(X2-1), 0@-1).X, O@-1).% .., (X2-1).X", ..).

11.1) fi(P) estle reste de la division euclidienne dgdP (X + 1) c'est donc un réeddgré 9. En conséquence :
f1)=1; i(X)=-1 ar x=(x+1)-3; fi(X®) =1 ar X=(X-1)(X + 1) + D.

Si n impair alors : ;fX") =-1 Ear X' = (X™- X"+ .- X+ 1)(X +1) - ).

Si n pairalors 1 ,fX") =1 ar X'= (X" "2+ X" “+ ...+ 1)(X - 1)(X + 1) + . Conclusion : {X") = (-1)".

- Remarque On peut aussi utiliser le fait que(H) = P(-a) auquel cas c'est plus simplgsi on a fait la bonne

remarque en 13

11.2) faP) =1 = P(X)=(X+a)QX)+r1; faP) =1 = P(X)=(X+a)Q(X) +r,; dou I'on déduit :

(PL+ P)X) =X+ a)(Q + Q)(X) + (r. + 1), dou il s'en suit que : (P, + P,) = f(Py) + fy(P,). De méme :

fa(a.P) = a.f(Py) car a.Py(X) = (X + a)aQ(X) + ar;.

- Remarque Si on écrit fa.P) =a.P -a.(X+a)Qou f(R+P) =P +P, - (X +a)(Q + Q), cela revient a
admettre dés le départ que la propriété qu'onprewtver est vraie car on I'utilise pour faire sagpoe preuve.



11.3) Le noyau est I'ensemble des polyndmes diwasilfar (X + a) donc Ker(f) =.FEt de toute évidence :
Im(f)) =Rg[X] (qu'on peut assimiler &).

[1.4) On procéde comme pour la somme;P,EX) = (X + a)((X + a)Q(X)Q2(X) + rQ:(X)+ r1Qx(X)) + ryr,, d'ou
le résultat.

115) POX) = (X + 2)Q(X) + §P) donc gP)(x) =24 = o) ; rensemble darrivée est donc E

11.6) En reprenant les notations de .2 on étdhtilement que c'est une application linéaire @a a alors :

g(PL+P) =Q+Q et gb.P) =a.Qu
- Remarque gy(P) est le quotient de la division de P par+(X) ; on adonc : P(X) = (X + aJ&)(X) + P(-a)

11.7) Puisque le quotient peut étre un polynémelapregue alors Im( = E. Par contre pour étre dans le noyau
il faut que le quotient soit nul, ce qui est le das polyndmes constants, donc KgrigRq[X] .

[11.1) La bilinéarité de @, est une conséquence de la linéarité deetgde celle de l'intégrale. La symétrie vient
de la commutativité de la multiplication des polyres. Elle est positive car l'intégrale d'une fancpositive
est positive.

[11.2) Elle n'est pas définie car si P est un pélye constant non nul alors(®) = 0 doncg(P, P) =0 Ce
n'est donc pas un produit scalaire.

[11.3) Les éléments de jFsont invariants par ,g ¢, est donc dans ce cas le produit scalaire intégfaii dans
le cours. Attention, il faut préciser qug(P, P) = 0= P est nul sur [0l], mais P étant un polyndme il est
alors nul partout.

ll.4) E'=FR n E, estl'ensemble des polynémes de degré au plusdi@sibles par (X + 1) ; il est donc clair
gue ce sont les polynémes de la forme : Q(X) =®(aX + b)

Fi1n E' =F; n FLn E estl'ensemble des polyndmes de degré au plusdigsibles par (X- 1) ; il s'agit
donc des polyndmes de la forme : POQEX2- 1).

1
On cherche donc a et b pour que Q soit ochalga P :JOP(x)Q(x)dx =0 On remplace et on calcule :

flPxQxdxzflaxz-l X + 1 ax+bdx:a.fla>(‘+ a+b)x+ (b-a)x2- (a+b)x-b)dxe2. 2 _ o
,PEIQM)dX 3 a(x? - 1)(x + 1)( ) o (a+b)x+(b-a)x2-(a+b)x-b)dxzy-35

-23a

Alors: b = 55 -

et, en posant a =55k : Q(X) = k.(X + 1)(55%3) = k.(55% + 32X - 23) D'ou finalement :

(Fin E')D = Vect(55X + 32X - 23) (Remarque dim(E") = 2 dim(F; n E') = dim((F, n EY)) = 1).

IV.1) La méme démonstration qu'en [.2 prouve agssi D est une base de. E

1
IV.2) Etant donnés deux polyndmes P et Q de @&(P, Q) =I091(P)g1(Q))(x)dx. Il faut donc déterminer la
division euclidienne de P(X) = &% bX +c par (X +1): 1a§(+ bX+c=(@X+b-aX+1)+a-b+En
notant ensuite : Q(X) &X2 + BX + v, on a ainsi (P, Q) =f0(ax +b-a)fix +B - a)dx, donc :

BUP. Q) =1, (2o + (dB + b - 20 + a1 - - b + b Jox =

0 0 O
o (P, Q) % gzﬁ _b7a + bB. La matrice est donc : MEO 1 -1/2] dans la base ;B (1, X, X®).

0 -1/2 1/3
111 0 0 O
La matrice de passage est TGL2|; onaainsi: M'STMT=|0 1 3/2|.
001 0 3/2 7/3



IV.3) L'équation de E' dans,Eest, pour P(X) = +B(X + 1) +y(X + 1?: (o = 0). La matrice N dea} dans
a b c

la base D seradoncdelaforme: No= 1 3/2|.
c 3/2 7/3

Alors : Y(P, P) :t(PD)NPD =z a2 + 2o + 2ay + B2 + Py +Z§. Commey(1, 1) >0 alors a>.0

On ne demande que d'en trouver une, autant tralinemtement celle qui est demandée ensuite :

P, D=1 P, X+1) =g, (X+1Hp=0= a=1 b=c=0Alors:

_ V2 = 7V S _ . .
WP, P) =02 + (32 + Py + 3 Le trindme 32+ Py + 3~ apour discriminanfA = -1/3, son unique annulation est

donc obtenue pou =y =0 ; il est clair qu'ensuite il faut que = 0.  est bien définie.

1 0 O
IV.4) La matrice dey dans D est: NEO 1 3/2}
0 3/2 7/3

IV-5) Un polynédme quelconque de;Fn E, est de la forme: Q(X) = (X - 1)(aX + b) ; oexprime dans D :
Q(X)=3a-2b+ (b-3a)(X+1)+a(X +2)0n cherche P(X) & +B(X + 1) +y(X + 1} tel que quelles que
soient les valeurs de a et b on ali(P, Q) = 0 {u'on calcule plus rapidement avec la majrice

WP, Q) = ((9(2 - B) - 13y)a + (2(2x - B) - 3y)b)/6.

Il faut que les facteurs de a etde b soieig nidonc:B =20 et y=0; d'ou: P(X)=(2X + 3). Donc :
(Fin Ez)D = Vect(2X + 3) (Remarque dim(B) =3, dim(F; n E) =2 et dim((f n E)") = 1).



