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Soit H =%(R, R) I'ensemble des fonctions numériques réellB§X] est assimilé aux fonctions polynémes, ce
qui fait qu'il peut étre considéré comme un soymes vectoriel de HSoit encore G l'ensemble des
polyndmes pairs dR[X]: G={P OR[X], OxOR: P(-x) = P(X)} et la famille C=(1 + 3(),@“.

I) 1) Montrer que G est un sous-espace vectdadR[X] .

2) Montrer que si P G,ol G= G\{04}, alors les monémes de P sont tous de degrés pair
3) Montrer que G est stable pour la multiplicatio

4) Montrer que C estune base de G

1) 1) Soit A={(x~ In(P(x))), POG, OxOR: P(x)>@q, montrer que A contient la fonction nulle etilqu’
est stable pour I'addition.

2) A est-il un sous-espace vectoriel de H ?

3) Soit a et b deux réels tels que 0 < a <o note plus simplement : In(a #)X (x+~ In(a + x?)), etc...
Montrer que In(a+ % et In(b + %) sont deux éléments de A linéairement indépetsda

4) On note : E = Vect(A) B ={In(1 + XZ”), nCN}, et F = Vect(B). Montrer que B est une baseFddon

pourra se placer au voisinage d)a 0

5) Montrer que FIE. Y a-t-il égalité ?

[1I) On admet qu'il existe un produit scalaire &utel que, pour 0, nZ0, m#n :

(In(a + aX""|In(bp + X)) :M%%M +:%; (on rappelle que, dans A a0, et k> 0).

R )

1) Montrer que B est une famille orthonormale.

2) On note §(P) = « Ptronqué selornQ » = les termes de P de degrés inférieurs ouxégyal®(Q) Montrer
que, pour P(X) =@+ aX”", Q(X) = by + b.X*", et R(X) = ¢ + ¢.X*", tous dans E et non constants :
(In(P)[In(R)) + (IN(Q)|In(R)) = (IN(R(PQ))|In(R))

. : : . 1
3) Soit n un entier naturel qui ne peut pas @tie sous la formerzn—k -5 (quand m et k prennent toutes les valeurs

possibles dandN). On note B le polyndme RX) =1+ X* + X*+ ...+ X", et on admet finalement que, pour tout
entier naturel m non nul :

(In(P)|In(2)) =Q et: (In(R)|In(1 + XZm)) =1 (serait nul dans le cas exclu au départ
a) Soit p, la projection orthogonale sur,, E Vect(In(1 + )3k), kON, k< m), calculer p(In(Py)).

b) Pour un réel x donné, on note s(x) la lingitmnd m tend vers l'infini lorsqu'elle existe ge(In(Py))(X).
Montrerquecettelimite lorsqu'elleexistenedépendpasde n.

¢) Pour quelles valeurs de x cette limite existdleé ? Converge-t-elle alors vers Ip@D) (au sens des séries
numérique} ?

IV) 1) On considére la norme associée a ce prataiaire dans F ; donner la norme du vecteuronné dans
la base B par u = @¢doIn(2) + ... +a,In(1 + ¥"), qu'on peut aussi écrire = (o, O, ..., Ay, 0, .., 0, ...)s.

2) a) Montrer que, pour 0Xx: 1-2A<e® etpour 0A<In@3): e'<1+2A.
b) On définit 'application fE . R par : f(u) =e"™. Montrer que f est continue er. 0



