A1) TD : Suites.

A1.1) Etudier la suite définie par 80 et iy =12 +/uy.
- Corrigé: La fonction f(x) =\|2 +4/x admet une dérivée strictement positive'x)f= 1/4/x\(2 +1/x ; la

suite croit donc comme (4 Uy = \/_2 elle est strictement croissante. On peut morgiraplement qu'elle est
borné, par exemple par 4 5 U4, w<4 = U, <f(4) =2 <4 {fd). Il s'en suit qu'elle converge.

Il faut donc rechercher un point fixe>0: f(x) = x = 2 +\/;< =x2 = x=(x2-2% = xX*-4x2-x+4=0
Laracine 1 estévidente: (x-1)(x3+x2-34) =0 Comme 1 n'est pas point fixg. (implication), il reste a
résoudre g(x) = x3+ x2-3x-4=0; g'(x) =23x2x - 3 admet l'unique racine positiva/l_o - 1)/3 dont
limage par g vaut -(79 + @)/27 et comme ¢(2) = 6 > Belon le théoreme des valeurs intermédiaires il
existe une unique annulation= 1,83 qui est aussi la limite de la suitg)(u

AVeCMAPLE : o = ((316 + 12/249)"* + 40.(316 + 18249 - 2)/6,

A1.2) Etudier la suite définie para) >0 et Y1 =W, +1/U,; b) Uy <0 et Yy = U, + 1/u.

- Corrigé: a) On montre par récurrence que la suite est gtnetd positive. Ensuite : 14 - W, = 1/uy, > 0. La
suite est donc strictement croissante. Supposdabegadmet une limite finie a ; alors :

a =nlimun+1= nIim (up + 1/y) =a + 1/ad'ou : 1/a = Qce qui est impossible. Il s'en suit que: UinF oo,

b) On montre d'abord par récurrence que la suitsteastement négative. Ensuite .4+ U, = 1/4, < 0. La suite
est donc strictement décroissante. Supposonsayatithet une limite finie a ; alors :

a =nlimun+1= nIim (up + 1/y) =a + 1/ad'ou : 1/a = Qce qui est impossible. Il s'en suit que: UinF -oo.

A1.3) Etudier la suite définie par , donné et p,=a.y,+b, ol a et b sont des réels donmésifer quil existe
dans certains cas une constante k telle gueuy+ k est une suite géométric)ue

- Corrigé: Si a=0 c'est une suite constante ; si acest une suite arithmétique. On suppose ensu#®
et azl:

On cherche y=u, + k telle que yi1=aw: U+t k=alw+k)=a.yuy+b+kdou: k=b/(a- 1l)Par suite :
Vh=Vo.d', et = (w+b/(a-1)).8-bl/(a-1)

Al.4) Soit une suite ) telle que les sous-suites,{u (Ln+1) €t (k) convergent. Montrer que Juconverge.

- Corrigé: (u, admet la méme limite que @ et (4, car c'est une suite extraite commune. Dong) (et
(us;) admettent la méme limite.

(usn+3 admet la méme limite que fw) et (4, car c'est une suite extraite commune. Dong.fuet (4

admettent la méme limite.

Par suite, les trois sous-suites admettant la nigniie, la réunion des sous-suites,juet (4n+1) englobant
tous les termes de la suite,)(Lelle converge vers cette limite commune.

AL.5) Soit une fonction numérique f dérivabldeeque sa dérivée admette une limite finie ou non+eo.
Etudier la suite (1) définie par : w=f(n + 1) - f(n) (Utiliser le théoréme des accroissements Jinis

-Corrigé: TAF.: OnON, Ox,0]n, n+1], u,=f(n + 1) - f(n) = {(x,). Il s'en suit que @ admet la méme
limite que f (car Iin‘(x)zlir'gf'(xn)).

A1.6) Etudier le couple de suites définis par : @< Vo, €t: Wy :\/unvn, Vi1 = (Uy + V,)/2. (Montrer qu'elles sont
adjacentep



Al-2

- Corrigé: On montre facilement par récurrence que les daiites sont strictement positives. On calcule
ensuite Wi - Uneg = (\/Vn - \/Un)Z/z, ce qui prouve que (v majore (W) & partir du rang 1; comme I'énoncé
admet cette propriété au rang elle est vraie SuN. Ensuite : K - Uy =/U(\/Vn -4fUs), (W) est croissante
de méme ¥i1- Vh = (W - V)2, (v,) est décroissante. Il s'en suit que ces deurssaitinvergent car {u est
majorée par y et (\) est minorée par ou(il est interdit dutiliser des minorants ou majasadépendant de n pour conclure,
car la suite w=n est croissante majorée par n)+ Enfin, si on appelle a et b les limites respes de () et (w),

alors, en passant a la limite dans la définitios slgites : a 32/53 et b = (a + b)/d'ou I'on déduit facilement
que a=b; ce sontbien des suites adjacemtasaif beaucoup plus difficile ici de montreregia différence tend vers) .0

A1.7) Etudier le couple de suites définis par : @< Vo, €t : W1 = 2UVe/(Uy + Vi), Vis1 = (Uy + Vi)/2. (Montrer
gu'elles sont adjacenbes

- Corrigé: On montre facilement par récurrence que les daiites sont strictement positives. On calcule
ensuite Vi1 - U1 = (Vo - W)¥2(W, + V), ce qui prouve que (v majore () a partir du rang 1; comme
I'énoncé admet cette propriété au rangellé est vraie sulN. Ensuite : phy - Uy = W(Vh - W)/ (Uy + V), (W) est
croissantede méme M:- V, = (W - V)/2, (v,) est décroissante. Il s'en suit que ces deurssuaiinvergent car
(u,) est majorée pargvet (w) est minorée par ou(il est interdit d'utiliser des minorants ou majdsadépendant de n pour
conclure, car la suite 4+ n est croissante majorée par n)+ Enfin, si on appelle a et b les limites exdjves de ()

et (w), alors, en passant a la limite dans la définities suites : a = 2ab/(a + b) et b = (a +,bj/@u I'on
déduit facilement que a = b ; ce sont bien deteswdjacentesil éerait beaucoup plus difficile ici de montreregla
différence tend vers )0

n k+1 k
A1.8) a) Etudier la suite () définie par : y= (% 1A/k)A/n (montrer que _ dwfis1nks] dfi).
b) Soit v, =\/?1(u1 - 2), et W, = V1 -V, ; étudier la série de terme général, puis la suite (Y.

k+1 k
- Corrigé: a) Ik dthft = 26k + 1 -[k) = 2/4/k + 1 +/K), et : Ik_ldt/\[t = 20/k -\[k - 1) = 2/[k +[k - 1) ;
k+1 k
d'ou: 2//k + 1 +\K) < 2/a[k +K) < 2/a[k +[k - 1), c'est-a-dire | _ dtnfts 1hfks Ik_ldtf\[t. Par suite :
n ki 0k n+1 n
] doRn<us (g jk_ldtf\ﬁ)/\/ﬁ, c'est-a-dire :I(l dtAf)AN < U < do dtAfH)A/n ; et finalement :

2(\/n +1-14/n<u,< 2, doul'on déduit que {u converge vers .2

B) W= Vi1- Vo= ..=2¢n-n-1)-14n=2/a/n ++/n-1) - 1:4/n = ... = 14/n@/n ++/n - 1¢, d'ou I'on

déduit

que w converge vers ,0mais surtout : w~ 1/4n'2. La conséquence en est que la série de termeajjéngr
n

est convergente. Orglwk =V, -V, ; il est donc clair que la suite Jvconverge.



