A1) TD : Suites.

A1.1) Etudier la suite définie par o a1 et i =\12un.

- Corrigé: On montre d'abord par récurrence que, pour touty, > 0 ©u 7). On dresse ensuite le tableau de

variation des fonctions f(x) %( voire g(x) :@( - X, pour prouver par récurrence que la suitg) (est

croissante. Il(existe aussi un théoréme, malheureusement hargramme, qui dit que si f est croissante surintarvalle stable
contenant ¢ alors le sens de variation de,)(west donné par le signe de -uy ; on peut aussi utiliser la démonstration de éertbme en se

servant de l'égalité : .4 - u, = f"(u) - f"(u)). Apres ¢a, il faut montrer, toujours par récucenque (k) est majorée,
par exemple par 2qdi est un point fixe de )f; elle est donc convergente, justement vers umt fice de f donc
vers 2

A1.2) Etudier la suite définie par o € (—\/_5 -1)/2 et wi=1-y2

- Corrigé: On pose, comme a l'exercice précédent, f(x}=x2l g(x) = -x2 - x + 1 et on dresse leurs tableaux
de variation, qui établissent que f est stablgrattement croissante sur I'intervalleao]-(f\lé - 1)/2], d'ou lI'on

déduit que (y) varie comme - Uy <0 donc (k) est décroissante et s'éloigne du point fixé%(— 1)/2 de f
Il s'en suit que (@) diverge vers os.

A1.3) Etudier la suite définie par/6-1)/2<y<1 et yy=1- 12

- Corrigé: On utilise les calculs de l'exercice précédent, établissent que f est stable et strictement
décroissante sur [d], voire ]0 1[. Les puissances paires de f sont donc croissahes puissances impaires
décroissantes, ce qui fait considérer deux sousssdes termes pairs et impaigef : w. - u, = f'(u) - f"(W), etc).
Comme d- W = WU - 1)g(w), w ="f(u) et u-u =uw(u; - 1)g(u), on montre que £ est croissante et
(uzn+1) est décroissante. Les points fixes de f santdeines de g(x) = @'est-a-dire : (-% \/_5)/2, dont seule

X = (\/3 - 1)/2 estdans ]A], et les deux sous-suites convergent vers cetieeldonc (i) aussi.

Al.4) Soit les suites fuet () définies par u= gé;kl e W=t n, Montrer que ces deux suites sont

adjacentes puis qu'elles convergent vergon admet quee = k;)ﬁ, une démonstration sera proposée dans le cprrigeour

tout couple d'entiers naturels p etog a donc u<e< vy ; montrer qu'il n‘existe pas deux entiers natumels
nuls a et b tels que=al/b € estirrationnél.

- Corrigé: Il est évident que 0 << v, que (4) est croissante et que,@u,) tend vers Oll ne reste plus
gu'a montrer que {y est décroissante ;.\ - Vp = Uhs1 - Uy + 1/(n + 1)(n + 1)! - /n.n! = -1/(n + 1)(n + K!0.

. . . R . 1
Les deux suites sont donc bien adjacentes et caavievgrs la méme limite. En admettant geie %F’ c'est

évidemment la limite de gu donc aussi de {u

k
Démonstration Soit, pour x1]1/2, 3/2[, S(x) = ;6% Alors, il est évident que {&)) est une suite positive

® k
croissante. Soit ) = kE K ; cette suite est positive, décroissante et majpsule la derniére affirmation
=N+ .

n+p+1 Xn+1 ) Xp

pose probléeme, mais on établit facilement ‘dHFpﬂ)! =) (n+2)(n+3)...(n+p+1) < (n+1)!?’

n+l

n+l

quand x 3/2 et
o1 xP 1.3, 3 P XM X .

N2 1, car i) (nva). (ntpH) = 2 n+z n+3 rpe S 2p ar suite : Rx) < ) &P .—(n+1 [, Ce qui prouve

que R(x) tend vers pdont une consequence est quéx)Sconverge. On écrit maintenant la série de Tragto

n+l

€ : 060]0, 1] tel que€e' = S(x) +% Donc $(X) < €< S(X) +£(:::_i1)L!' par suite, d'aprés ce qui précéde,




. s - X" - ) o
on peut appliquer le théoréeme des gendarmes &t :a@r= Z@ﬁ' On a limité la démonstration a 11/2/2[ car
n=i H

on a seulement besoin de x,/mais on peut la modifier facilement pour I'étendrtout I'ensemble des réels.

p q
On supposee=a/h On a donc;;)k—l| <a/bs Zb% +1/9.9! ; en posant p=q=b eten multiplipat b! ona:
b b b
b!;‘bk—l| <al(b-1)k b!;)% + 1/b. Comme b;)% est de facon évidente un entier, on arrive aindgalité du

genre: n<nkn+1/b donc,si b>1: n<m<n +ce quiestimpossible. Par suite, b,=& qui voudrait
dire que e est un entier. Il suffit de calculer, @ 5/2 et y=11/4 pour voir que 2,5&< 2,75 ce n'est donc
pas un entier.

A1.5) Montrer que, pour n assez grand, I'équaf@n= X") admet deux solutions strictement positivest, spi
la plus petite des deux. Etudier la suitg (Wonner un équivalent de, fquand n grand (Etudier d'abord la fonction
f(x) = x - n.In(x) , puis montrer que f) >0 et f(n + 1) <0 ; pour finir utiliser,& 1 + \41).

- Corrigé: Soit f(x) = x - n.In(x) et comme x) =1 - n/x ; f est donc strictement décroigsade ]0, n] sur
[n - n.In(n), +oo et strictement croissante de, fro[ sur [n - n.In(n) +o[. Pour = 3, n-n.In(n) <Qily a
donc deux racines a f telles que x = n.Infa qui équivaut & = x". Soit  la plus petite des deux, donc
dans lintervalle ]10n[.

Par suite f(kky) = U1 - N.IN(L+1), €t cOmme pa - (N + 1).In(Ws1) = 0, alors (W) = IN(U+1) = Ue/(n + 1) >0
Enoutre f(n+1)=(n+1)-n.In(n+ 1) =n.(lA - In(n + 1)) <0 dés que 2n3 (on peut faire une étulieOn en
déduit, comme Y, 0]0, n+1[ mais que f est négative sur, fin+ 1], que y.; O ]0O, n[. En outre, comme f
est décroissante sur cet intervalle, alofs; 9 u, et (y) est décroissante, minorée donc convergentesutar
In(uy,) = u/n tend vers Ockr y bornéy, donc y tend vers 1

On introduit v, qui converge vers ,@vec 1+ y=n.In(1 +vy) =n.(\, + o(w,)) d'ou (n-1)y=1+n.o(y) et
alors yy=1/(n - 1) + o(y) = 1/n + o(y). En écrivant que ofyv, tend vers 0 dans cette derniére égalité, on
montre que n,ytend vers 1 ; on adonc biep =v1/n + 0o(1/n)On arrive ainsi a : = 1 + 1/n + o(1/n)

A1.6) Etudier le couple de suites définis par : @< Vo, €t: W = 2UV/(Un + Vi), Vst :\/unvn.
- Corrigé: La premiére démonstration se fait par récurrence

Initialisation : 4>0 et y>0.
Hypothése de récurrence : On suppogse @ et y > 0.
Passage au rang suivant : Alorg/,> 0, U, + v, > 0, d'ou Y1 = 2uV/(Uy + V) > 0, Vg :\/unvn > 0.

La propriété est donc vraie a tout rang.

Les autres non : Vi - Uy :\/unvn - 2uV/(un + Vi) = ((u, + vn)\/unvn - 2uv)l(u, + V) =

AJUVa(Un - 2(UVn + Vo) (Un + Vo)) = \UVa( Ve - AU Z(Un + Vi) > O d'aprés la précédente. Donc, & partir dg ran
la propriété est démontrée. Et, comme elle est mrarang O par hypothése, a tout rang on @< .

Uns1 = Uy = 2UVe/(Un + Vo) = Uy = (2UVn = W(Un + Vo) (Un + Vi) = WV - W)/(uy + V) > O d'aprés les deux
précédente, d'ou I'on déduit que,) (@st croissante.
Vet - Vo =A[UVi - Vo =\/Va(\/Un -A/Vs) < O d'aprés la seconde, d'oli I'on déduit qug €8t décroissante.

En conséquence o & W, < Vp < Vp, la suite (Y est croissante et majorée pay tandis que la suite (v est
décroissante et minorée par Elles sont donc toutes les deux convergente.

Soit a lalimite de @ et b cellede (y;comme n et n+ 1 tendent simultanément vesson doit avoir :
limu,=limu,1=a et: limv,=limv,; =b. Et donc:

n-oo n-oo n-oo n-oo

a = limuns = liM2uvy/(Uy + Vi) = 2abl(a + b) et b = lin., = AJuv, =4fab, on en déduit, en considérant

indifféeremment I'une ou l'autre de ces deux égaliide : a = bCes deux suites ont donc la méme limite, ce qui
en fait des suites adjacentes.



A1.7) Etudier le couple de suites définis pars @ <vo< 7, et: Wi =\/7 -V, Vher =\7 + U (Montrer que |
et v ont tous leurs termes dans, 0 et vérifient y<v,).

- Corrigé: On doit nécessairement avoif -7 et y <7 pour que u; et . soient définies. Dans le cas
contraire, les deux suites s'arrétent 13, elles faaies. Mais en fait, ¢ca n'arrive jamais car, gEurrence :

Initialisation : O Uy <7 et OKvp< 7.

Hypothése de récurrence : On supposeud< 7 et v, < 7.

Passage au rang suivant : Alors D-\,<7 et /<7 +y, <14, dou: < ums\ﬁ <7 et

0 <\/_7 < vn+1s\/ﬂ < 7. La propriété est donc vraie a tout rang, les delibes sont bien infinies.
Onaensuite: BU,+Vy = 7ST+U+Vy © 7-WST+U = Us1=\7-Va<A\[7 + U= Vs (caronawu
dans la démonstration précédente que 7>@). Et comme cette propriété, dont on vient de déreomfu'elle est vraie a

partir du rang lest vraie par hypothése au rangal@rs pour tout n : &£ V,. (A noter qu'on a préalablement écrit ces
équivalences dans l'autre sens au brodillon

En outre, en notant f(x)*sd? —\/7 + x alors uo = f(u,), et en notant g(x) 3;/7 +\/7 -x alors Wi = g(\y).

Ces fonctions définissent donc les suiteg) @t (W), chacune par deux sous-suites des termes pampairs.

Et comme elles sont de facon évidente décroissantes[O, 7], chacune de ces sous-suites sera elle-méme
divisée en deux sous-suites monotones. Elles sonotmaes bornées par ,[@] ; elles sont donc touteisy(en a

huit au tota) convergentes vers des points fixes respectifé é¢ g

Curieusement, les deux équations f(x) = x et) g(x conduisent a des équations polynomialesness.

f(x) = x = x*-14x2 - x + 42 = Q qui se factorise : (x - 2)(x + 3)(x2 - X - 7)0s dont les seule racines
appartenanta [(07] sont 2 et (1 429)/2= 3,19
gx) = x = x*-14x2 + x + 42 = Qqui se factorise : (x + 2)(x - 3)(x2 + x - 7)05 dont les seule racines
appartenant a [(07] sont 3 et (-14/29)/2=2,19

Mais, comme a partir du rang 1 ,;1&1\/7 et v 2\/_7 = 2.64 les seules solutions possibles sont 2 poet B
pour g d'ou I'on conclut que toutes les sous-suite$ude convergent vers 2 et celles dg) (vers 3

Conclusion : () converge vers 2 et Jv converge vers 3 qui, et c'est une conditiocessgaire, vérifient

bien les équations initiales : 2\5 -3 et3 2\/7 +2



