A3) TD : Séries @euxieme partie

A3.1) Déterminer la nature de la série de termegdny, = 1 - cos(1/n)

-Corrigé: w20, et y~1-(1-1/2n2) = 1/2n2 série de Riemann cogeate.

A3.2) Déterminer la nature de la série de termeégdny, = In(1 + (—1)nln(n)/n).

- Corrigé: On étudie d'abord la fonction f(x) = In(x)Ajui est positive sur [Hoo[, admet une limite nulle en
I'infini, et est décroissante pour »e>car f(X) = (1 - In(x))/x2

On a ensuite, le développement limité suivang = (rl)nln(n)/n - In2(n)/2n2 + o(In2(n)/n2)

Soit v, = (—1)nln(n)/n ; d'apres I'étude de élle est positive, admet pour limite 0 et d&caopartir du rang .3
Elle est donc convergente en vertu du critere spdemséries alternées.

Il est interdit d'utiliser les équivalents avec BEgies qui changent de signe une infinité de foiais on va
s'intéresser ici a la série de terme général wy = In2(n)/2n2 + o(In3(n)/n2)Le terme général de cette série la est
donc positif. En outre, comme DIn(n) << 4, alors : 0< v, - U, < 1/2r72 + o(1/i?) ; d'ou I'on déduit que la
série de terme général, vu, converge. Pour conclure on additionne deux sédasergentes :

2 (U - Vi) + 2V, = 2 u,, qui est donc convergente.

Autre méthode On peut tenter d'appliquer le critére spécial sliries alternées car,|[u |(-1§In(n)/n|ﬂ 0 mais
est le terme général d'une série divergente, ilandonc pas convergence absolue et il vaut mieurrées

équivalents avec des séries non absolument comtesyéOn peut aussi remarquer que est du signe de (—nl)
n n

car pour n pair: 1+ (-Ip(n)/n > 1, et pour nimpair 1 + (-1n(n)/n< 1 (strictement pour & 3) ; on a donc bien

affaire a une série alternée dont le terme géémdlvers 0, il suffit ensuite de démontrer lardissance.

Quand n assez grand . jli- |4 = In(n + 1)/(n + 1) - In(n)/n + o(In(n)/n)Comme la fonction f(x) = In(x)/x

est décroissante pour xe>car f(x) = (1 - In(x))/x2 alors |[u.q| - || <O pour n assez grantlegt important de

préciser que In(n) << n pour que le petit o séigligeabl®. Il s'en suit que la série converge.

A3.3) Déterminer la nature de la série de termeggdny, = (-1)n/(n + (-1)”.\/n + 1)

- Corrigé: Le probléme est que, si la série est bien atest que son terme général tend verell® n'est pas
+1
absolument décroissante car il faudrait n + J.'L}n (-.\/n +2=n+ (—1)”.\/n + 1, c'est-a-dire :

1> (-1)”( n+ 1 ++/n + 2), ce qui est faux pour n impair. Il faut donc g&der selon la deuxiéme méthode de
I'exercice précédent :

n

()1 L_)_ L_L n+1 n+ _ﬂ)_@
th=n 1+(1)\/n_+1/n (- (af A ol < R ol + 0.

On additionne donc une série alternée convergehtme série convergent&/n(+ 1/nz ~ 1/f?) (le « petit o » ne pose
pas de probléme s'il s'applique au terme générakdsérie absolument convergdnitecette somme est donc convergente. Il est
important que le terme d'ordre le plus élewélu( du petit 9 Soit de signe constant car on rappelle qu'il est
déconseillé d'utiliser les équivalents dans leccedraire. En conséquence de quoi :

LL D ;ainsi ;2 (up - %)-) et -Z@

Uy ne_ sont de méme nature on égalgs Par suite :

2 (un -%L) et Z%L convergent donc leur somme ausgi (uy, - %)-) + Z%)- =2 Un.

. _ -1-4/2n-4[2n-1 -1 , - . -
- Autre méthode w1 + Wy, = @1 2man o D) Yo qui est le terme général d'une série de

Riemann convergente ne constante multiplicative pjdl s'en suit queX u, converge.
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A3.4) Soit (y) telle que: p réel et g =1 - cos(y). Quelle est la nature de la série de terme géngyal
(Pour n=3: 0<u,<1;trouver une série géométrique majoranteait®n 1/9.

- Corrigé: On observe d'abord le comportement des prereerses ; G u; < 2, donc 0< U, < 1 - cos(2) et
0<uz<1-cos(l - cos(2)) <.la suite des observations conduit & penser que,tpot n>1: 0< u, < 1/2",
Si c'est confirmé, la série sera convergente cgord® par une série géométrique convergente ; amuie
ainsi la propriété par récurrence :

Elle est vraie pour n =2 et 3eton la suppose vraie au rang n quelconguepdur étre dans [a]) ; alors :

O<Upyi=1-cos(Ws1l- COS(1/2_3) (car la fonction 1 - cos(x) est croissante surri). Il faut donc étudier la fonction
f(x) = cos(x) + x/2 - 1 qui doit étre positive ici. Sa dérivéesir(x) + 1/9 est positive sur [AQTV6] et négative sur
[TU6, 1], et comme f(0) =0 et f(1) = cos(l) - 1/2 >i0s'en suit que f est strictement positive 40r 1],
donc: 1 - cos(1/2) < 1/2".

Autre méthode 1 - cos(1/2%) = 2.sin2(1/8%) < 2.(1/2"%2 = 1/Z™° (car sin()=x pour = 0).

. . . : " o Une b
A3.5) a) Soit (y) une suite décroissante strictement positive tglle I'on ait : lim J 2= a > Q Etudier la
n-oo n
convergence de la série de terme généfakrufonction des valeurs de a
. . : " . Uppe . Uppe P
b) Soit (4) une suite strictement positive telle que I'art dim S;‘ =a>Qet: lim z” i: b > Q Etudier la
N-oo n n-oo n+

convergence de la série de terme génégakrufonction des valeurs de a et b
u

n+2
Un

- Corrigé: a) Inmol =a - Oe>00ONON, nzN:luS—:z-a|<s.
On choisite tel que 0 <ag;alors: (a €)u, < U< (@ +e)u,.
On fait ensuite une démonstration similaire a cadlleritere de d'Alembert :
(@ -&)un < (@ -€)uy < Uiz < (A +E)Uy
(@&)Un+1 < Unsz < (@ +€)Un+1 < (@ +E)Uy
(@ -€)°Une1 < (B -€)Unsz < Unea < (8 +€)Unsz < (a +€)°Uy
(2 -€)°Uns1 < (8 -€)Unsz < Uss < (@ +E)Unss < (a +€)°Uy
etc..
(@ -€)"Uns1 < Unsan < (@ +€) Uy
(a 'E)nUN+1 < Uszn < (@ +€)nUN
N+2n+1
Ainsi, lasomme : $1+ (1 + (@ €) + ... + (@ €)")uns1 < 2, W<Sm+(1+@+)+..+( +€)")uy, d'ol :
Si a<1on choisite tel que a€<1 etalors la série converge.
Si a>1on choisite tel que a€>1 etalors la série diverge.
Si a=1 on ne peut pas conclure.

U +, +!
b)Oe>0 ONDON, nzN:lS—Zz-alq et z”i-b|<s.
n n+
On choisite tel que 0 <ag et 0 <b €. Alors, en procédant comme a la question précédent

(14 @-6) * o (a6 < 2, o< (1 + (@46) + . + (2 %)

n
(1+(b-g) + ...+ (b €)")uans1 < go Upns2ie1 < (1 + (0 +€) + ... + (b +€)Yanes

Il s'en suit, comme les divergences se font vers +

Si (a<1 et b<1) alor&u, converge, maissi (a>1 ou b>1) alarg, diverge vers e.



