B2) TD : Séries entieresg{remiere partig

o 1 n
B2.1) Soit f(z) :; (-1)n+ % (si xOR et -1<x<1,alors f(x) =In(@ + ). Montrer que la série ij( converge et

calculer sa somme. Sachant que i1:+\/§.éﬂ4, le résultat est-il conforme a ce qu'on pouvailmdter ?

- Corrigé: 2(1) == 2(1) —+ z (1) __2(1) Z(l) :%i(l) +i.z_('1) _

2n+1
1 i _1 It
7.In(2) +i.Arctan(l) = 3.In(2) +i.7.

On aurait bien : In(1 4 = INQ/2.6™) = 3.In(2) +i5. Mais attention :\/2.6™ =+[2.¢%7 : il est nécessaire de

définir pour ce type de logarithme ce qu'on appealiee détermination, a savoir un intervalle fixélargeur &
dans lequel on choisira exclusivement les repréatiens des angles.

B.2.2) Donner l'expression analytiqug'¢n peut obtenir avec une intégration par paipslis le développement en série
entiere de F(x)la primitive de f(x) = In(1 + x) qui S'annuleoyyr x = Q Montrer que cette série entiére
converge sur [-1, 1]La primitive de f converge donc sur un ensemhis grand que .

- Corrigé: In(1 +x) =X (—1)n+l.XF pour xO]-1, 1] ; on en déduit : F(x) E( )"
F(0)=Q asavoirici: k=0

- Autre méthode On connait I'expression analytique de la prireitle In(1 +x) : F(x) = (1 + x).In(1 + x) - l;

n(n+1)+ k, ou k esttel que

. ki n+1 " L. A £
suffit donc de calculer : (1 + >§1j(-1) 7y - X. On retrouve évidemment le méme résultat.

La convergence sur ];11] est acquise, il faut donc étudier la conveogeen -1: F(-1) iln(nlﬂ) qui

converge bien comme étant de méme nature qu'ured®iRiemann convergente. On peut méme la calculer
avec un télescopage, bien que c¢a soit inutile xaohvergence de la série suffit a assurer la maitdi de la
fonction :

F(-1) = Zn(nﬂ) ﬁ ﬁ =1, valeur conforme au prolongement par continuit§te x).In(1 + x) - x

B2.3) Trouver le rayon de convergence de la série réelle de terme généralxa sachant que les trois
suites (g1/asn), (@n+dasn+) €t (@n+dasny) convergent vers les trois limites strictemergifiees respectives :
all a21 a3'

3n+2

- Corrigé: On sait queXax” :;agnxg'” + ;ag,mxa‘*l + X agnx”"" quand toutes ces séries convergent.

On les transforme en séries numériques pour poapgliquer le critere de d'Alembert, car ce sor#t sieries
lacunaires :

Pour = sn =lim —| xP =lim xF = a,0,03.|xF. Pour gu'il y ait convergence
W= SnX n-co l P n- °°a3n+2a3n+l a3n | F 2 3| F q y 9
il suffit que a0.03.|xP < 1, donc : |X| <c(10(2a3)
aSn+4 (n+1)+1 A3n+3 An+2 " H
Pour v = X3t lim Yoy xP = lim = 0,0,03.[XP. Pour qu'il y ait
Vi = Sner miy, IxP = Y Beme) a3n+2a3n+l| xf = a0003.|xF quily

convergence il suffit encore tu_Lazag.le <1,donc: |X| <c(10(20(3)
Agn+5

2 an+4 Bn+3
Pour w, = sz XP = fim ez
W = gn+oX N P = n-o 8g(n+1)+138n+3 Bn+2

convergence il suffit une nouvelle f0|s qm@aza3.|xF < 1,donc: [X| <qi0,03)

XP = ai0,04.|xF. Pour qu'il y ait

1/3

1
Ainsi, la seneZaﬂx converge quand |x3[==—; son rayon de convergence est do?rm.
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B2.4) Donner le rayon de convergence R et étudieonvergence aux bornes de : f(x;;("/(n.(l + 2")).
Montrer que pour X1[0, R[, 0<f(x) <-In(1 - x/2)

- Corrigé: On applique le critére de d'Alembert : R =ffth = 2.

n-o Sn+1

n
L. ;. n L g s ;. - -
Pour x = -2: La série de terme général L—(ﬁ— 3 vérifie le critére spécial des séries alternéesr (a

décroissance on procéde par équivalences a partir.g< u,, et on arrive a: n-42"), elle converge donc.
n

- 2 A ‘s . .
Pour x =2 : La série de terme genm est de méme nature que la série harmoniquejigbege donc.
Ainsi, f est définie sur [-2].
Soit xO [0, 2[ ; il est évident que (8 0 car la série est a termes positifs. Par agleur

n

01 =3 i T < Tag =5 =X

B2.5) Donner le rayon de convergence c@n!z”z, puis de :;e"z"s.

- Corrigé: Ce sont des séries lacunaires, on ne peut dmagpliquer directement le critére de d'Alembdegt.
théorémautile nous indique que R1 ; on peut donc tenter de prouver qu'il vaut 1

Soitunréel r tel que Or< 1 ; soit alors :; n'r™, ou I'on applique le critére de d'Alembert avec m!r”.

lim Unsy _ lim (n + 1).r’2n+1 = lim &nM)-@n + A +In(n + InM@n + 1)k § car In(r) <0
n-o un n-oo n- oo

Il s'en suit que : R =supg& 0, %‘, |ai|r" converge} = sup [p1] = 1
De méme pour la seconde poyr=\er™ :

#1417
lim~= = lim=57— = lim er¥™3™1= 0, La série numérique converge donc, ce qui implique le rayon de

n-c Vpn n- o n-o

Vn+1

convergence de la série entiére vaut effectivenient



