B3) TD : Séries entieresdeuxieme partie

B3.1) Donner le rayon de convergence et calcu@lxr?/(n2 +4n + 3)

- Corrigé: On calcule le rayon de convergence avec lereriteé d'Alembert : R =.1En outre, pour x =,1
cette série étant de méme nature qu'une sérieeti@alRn convergente, elle converge sur, 11

On applique ensuite la décomposition en élémentplsi peu importe la méthode utilisée ;
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15.(x L¢In@1 - X)) - X3((-In(1 - X)) - x 35)) = %.((g —%).In(l - X) 32 +53) =5,(1 - X2).In(1 - x) + X +7).
Il reste une question : Peut-on prolonger cetteasgion par continuité en, Sachant que f(0) 1

2 3 2
Comme In(1- ) = -x 3 -5 + 0(x?), alors : 355(1 - x2).In(1 - X) + x 45) = ... =} + 0(1)

La réponse est donc oui, et on pouvait s'y attecaréa convergence de la série suffit & assureoméinuité de
la fonction

B3.2) Montrer que s}i;ahz” a un rayon de convergence fini non nul, al@na;.z“/n! a un rayon de convergence
infini.
- Corrigé: Le probléme est qu'ici, on ne peut pas appliteiealcul du rayon par le critére de d'Alembert car
on ignore si certains,asont nuls ou norsérie lacunaire Donc, par exemple, soit r tel que 0 <r <iRslen suit

. . ) z" " M N
que (Jar") est bornéeelle admet donc un majorant. Mar suite .Jar“]—!lsj?]—!ljz/r[‘ < iz, d'oti :
0 Zn 00 M L. 00
;Jar“]—!ls ;m.|z/r[1 =M. La serle;anz”/n! est donc absolument convergente pour toltCz; son rayon de

convergence est donc infini.

B3.3) Développer en série entiere, si c'est passili(z) = (1 + z:j/(l - 2)2.

- Corrigé: Le rayon de convergence vaut 1 car on mutilidérivée de 1/(1 - z) par un polynéme.
(/1 - 2)) = /(1 - 2§, donc : 1(1- A= (n + DZ, etainsi: f(z) = (1 + 2z + 2 (n + DF' =
@ =S+ D2+ 25+ D2 +3(n+ DZ?=2(n+DE+32n2 +3(n- 17 =

f(2) = [1+22 +5(n+ 1)Z] + [22 +32n.2] + [L(n - DZ] = 1 + 4z +3.4n.2' = 1 +34n 2.

B3.4) Résoudre dans I'ensemble des complexes(z)eosin(z) = 2

L, eiz + e—iz eIZ _ e—iz . ) . .
- Corrigé: Avec les formules dEuler=——+=%—=2 = ... = (1 - -4+ 1+i=0.
p . , L. . i, 2%42 )
C'est une équation du second degré de discrimiasht 2, d'ou ; €2 :%iﬂ = .. =2+ 1)em™

d?=e¥.d“= (/2 + 1)e™, et finalement : z %[+ 2kt +i.In(/2 £ 1) avec K1 Z.
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B3.5) Soit f(x) :;ehx" avec a= glllk, donner son rayon de convergence. Calculer ag; et en déduire
I'expression de f(x)

- Corrigé: Avec d'Alembert, da,.; =1 - 1/(n + 1)(1 + 1/2 + ... + 1/n) ; le rayon cEnvergence est donc. 1
a, - a1 = 1/n, d'ou, en posant arbitrairemeng =a0 : ;ahx“ - ;aﬂ_lx” = ;x”/n = -hin(1 - x) Et comme, par

ailleurs : ;an_lx" =xX anX"t = X2 ax" = x.f(x), alors (1 - x).f(x) = -In(1 - x)et donc : f(x) = In(1 - x)/(x - 1)
sur ]-1 1] ; il est en outre simple de montrer que laesdiverge grossiérement pour x =+1

B3.6) Développer en série entiere, si c'est passilf{x) =€".sin2(x).

- Corrigé: Le rayon de convergence sera infini car on ipligtides séries de rayons de convergence infinis.
2 00 N o0 n

& .sin2(x) = exﬂ—) 1.2 - - eP) =he - LTI L M=y Ly (1 +a) + (1 2) )y

On serait tenté d'utiliser la formule du bindmeijsiily a plus simple : (1 +§ = 5"2."A@ goy ;

(1 +2)"+ (1 - 2)" = 54 dnAan@ 4 ginArctan@) = o g2 co5(n. Arctan(2))et ainsi :

- 82 cos(n.Arctan(2)))k
n! :

€ .sin2(x) :%% @

B3.7) Soit la fonction f définie su€ par: f(z) ﬁz

1) Montrer qu'il existe un intervalle réel sur letjalle est développable en série entieren(disque deC ?).

2) Donner la série entiere de f en utilisaat:1 +z +z2=- z)(j2- z) u j=¢™); b) Une méthode plus
rapide.

- Corrigé: 1) Rappel du cours :

Définition: Une fonction f est développable en série emtii voisinage de O si et seulement s'il existitervalle | contenant O et
au moins un autre réel non nul, ainsi qu'une sléteéels (g tels que pour tout élément x de |: f(xiax”.

Théoréme La fonction f:R — K est développable en série entiére au voisinagédsi et seulement si on a les deux condition
suivantes :

OR >0 tel que f estde classé 6ur | =]-R, R[et
OxOl, lasuite (W(x)) définie par K(x) = f(x) - ;’ 0) converge vers .0
4

Il s'agit en fait de la composée d'une fonctionedidpable en série entiere connug(u) = ﬁ_—

o> et d'une

fonction affine : u(z) —ZZT;l Sachant quep admet un DSE (u) =;anu”, alors :

f(x) = 22 +]) Zan(22 +1) 23"/26\q Z ( ) 27 qui peut devenir un DSE par certains procédéskieilcun

peu comphquesIa( propnete citée dans le cours n'est pas offagignt au programnje
Le mieux est d'en revenir au théoréme :

Il est clair que@ étant de classe “Cil en est de méme de fgsu ; avec en outre, comme u"=0:
f(n+l) — ((I)JU)(nﬂ) — (U')n+1.(|)(n+1)(U) — (Zklé)nﬂ. (n+1)(u).
2Xx+ 1

+
On peut alors montrer que le reste intégral temsl \@; ce reste vaut, en posant t=— \/- Us ety= N

X (x - )" 2X+1()\(E31 uy’ Yy - u)
o< & gDy = [ E ™ Duydus [ LI G Dydy,
o n! W3 ! o n!
dont on sait qu'il existe un ouvert centré en &ngdlequel ce dernier reste tend bien vers 0 :rGmih est

nécessaire que |y| sdlors %\/——3]] d ou: [X| <~(/§ - 1)/2 convient.
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En ce qui concerne un disque complexe, ces définsits'appliquent a priori dans I'ensemble des,réess rien n‘'empéche de définir une
fonction développable en série entiére sur un @isqumplexe, comme une fonction développable er sétiére sur l'intervalle réel contenu
dans ce disque, a condition que la série obtenoeecge vers f dans tout le disque, ce qui est lei€as ici.

. - ‘. 2
- Plus simple Comme la série de 1/(1 #)Xconverge pour |X| <, hlors la série de 1/(1#%) converge

pour %XT;]]<1

A noter: On va trouver un meilleur rayon a la questids). 2
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%_(e—inﬂs T -1jZZ + @b 1 112 \/§ Z (762" + @6 jM 2" _T z (eim6.g2n3 4 giné ginm3)ZN =
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N .1 ad - . s
b) On peut penser a poser Z =z + z2 et a écrirg > 5 5>= ;(-1)"(2 + z2J', en utilisant ensuite le binéme de
+
Newton, mais ¢a devient compliqué. De méme en posanz + z2 =.(1 + (%)2) Il'y a plus simple :
1 _1-z

1+z+22 1-23"
de convergence de 1 convient, ce qui est mieaxcguju'on a trouvé a la question précé@erqele voici :

1-2)% = %za‘ - %zml; mais ce n'est pas encore un DSdagcette forme on voit qu'un rayon

1 1 © 2 n+1
Tr712 Zaqz avec {g,= 1, a&p+1=-1, &p+2= 0}. Par exemple 177122 Z\/_s S'n@(T%Zn'

(Cest la méme que la précédente car :-vggs(%[) = sin(z%n+g+§ = sin(z%n+?r5)



