C1) TD : Espacesvectoriels (premiere partie

C1.1) Soit F I'ensemble des applications dérasmble E =#(I, R), ot | est un intervalle réel contenant 0

Montrer que c'est un espace vectoriel. Soit $oles-ensemble de E constitué des éléments F dels que :
f(0) = f'(0) = 0 ; montrer que c'est un sous-espace vett®eut-on en donner un supplémentaire dans F ?

- Corrigé€: On peut vérifier tous les axiomes :, ( est un groupe commutatif, et les quatre ag®ue la loi
externe :(i): 1t.u=u; (i): a.(u+vVv)=a.u+a.v; (ii): (a+B).u=au+pu; (iv): a.(p.u) = (ap).u.

Sinon, on vérifie que c'est un sous-espace vettigieE : F est non vide car il contient I'apation nulle, et il
est stable par combinaison linéaire.

U est non vide car il contient I'application nuli¢ il est stable par combinaison linéaipeuftout couple de scalaires
(a, B) et tout couple de vecteurs, ) : @.f +B.g)(0) = @.f' +B.g)(0) = 9, c'est donc un sous-espace vectoriel, a la wig€d
etde F

L'ensemble A des fonctions affines est un supphéaime de U dans F car toute fonction f estadforme :
f(x) =g(x) + (ax + b) o0 : a=(0), b=1(0) et g(x) =f(x)-ax-D U,
Et la seule fonction affinep telle que @0) =@ (0) =0 est bien la fonction nulle.

C1.2) Dans E =#(R, R), montrer que I'ensemble des fonctions pairesmsémble des fonctions impaires sont
deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

- Corrigé: D'une part, la seule fonction a la fois pairenepaire est I'application nulle () = f(x) = -f(x)).
Ensuite, il faut décomposer toute fonction f ems® d'une fonction pairep et d'une fonction impairap ;
alors : @(x) = 3.(f(x) + f(-x)) et W(x) = 3.(f(x) - f(-x)). On peut les obtenir en inversant le systéme :

{f() = @x) + W(x), f(-x) =@x) - P(x)}-

C1.3) Si E est un espace vectoriel de dimensiua Supérieure a ,2montrer que si U et V sont des
hyperplans de E distincts, alors U + V =uelle est la dimension de tJV ?

- Corrigé: Soit dim(E) =n>2; U et V sont donc de dimensions n.-Cn applique la formule de
Grassman-(formule de Poincaré dans les ensembledim(U + V) = dim(U) + dim(V) - dim(W V), donc :

n=dimU+V)=2n-2-dim(bV) = n-2<dimUnV) <dimU)=n-1
Si dim(UnV) =n- 1, alors LhV =U =V ; comme c'est exclu par hypothése, aldim(UnV) =n -2
Par suite : dm(U+V)=2n-2-(n-2)setainsi: U+V=E

- Autre démonstrationCommeU # V, il existe un vecteun qui est dans V et pas dans btbn¢ uz o) ; alors :
U [J U+Vec{u}, donc: n - 1 = dim(U) < dim(U+Vect{u}) ; ainsi dim(U+Vect{u}) = n et U+Vect{u} = E
Finalement : U + V = EAvec la formule de Grassman, on trouve ensuite(dnV) =n - 2

- On peut aussi utiliser une base de: WA = (a, &, ..., 6.1) ; comme A est libre, si [B{u} est liée alors,
selon un théoreme du cours JJW/ect(A), ce qui est exclu car ¢ca voudrait dird]W. Par suite Al{u}, qui est
une famille libre de n vecteurs, est une bas&gddonc : U+V = Vect(Al{u}) = E.

C1.4) Dans E =#(R, R), soit F={fOE, f(x) = a.cos(x) + b.sin(x) +,cou a, b et ¢ sont des réelsjontrer
que F est un espace vectoriel de dimension fBoé. @ et Y des applications de F dans E définies par :

@o(P) =Q avec QX)) =P(x®2); Y(P) =R avec R(x) =P'(x)
Montrer que ce sont des endomorphismes de F ;a@@anpy et Yoq.



C1-2

- Corrigé: On peut montrer que F est non vide car il iemttla fonction nulle, et qu'il est stable par
combinaison linéaire. La partie A = {fxcos(x), (x+~sin(x)), (x— 1))} est de fagon évidente une partie
génératrice, F est donc de dimension firkieon(montre que la partie est libre, alors : @y 3.

- Plus rapide: Comme F = Vect(A) alors c'est un sous-espactoviel tel que dim(F¥ Card(A).
Etant donné un élément P quelconque dé f&ut d'abord montrer que(P) et Y(P) sont des éléments de F:

@((x = a.cos(x) + b.sin(x) + ¢)) = ¢¢ a.cos(x U2) + b.sin(x -102) + c) = (x> (-b).cos(x) + a.sin(x) + ¢) qui est
bien dans F

W((x+a.cos(x) + b.sin(x) + ¢)) = ¢ a.(-sin(x)) + b.cos(x)) = (% b.cos(x) + (-a).sin(x)) qui est aussi dans F
Il faut ensuite vérifier leur linéarité, qui esivtale pour la dérivation ; on ne doit donc s'ietgser qu'ag, en
remarquant que o1.(X~ &.cos(x) + h.sin(X) + G) + a,.(X+ &.cos(X) + b.sin(x) + ¢) =

(x> (0qay + as3).cos(X) + (11by + ashy).sin(x) + @1C; + 0,C,)) ; la suite est immédiate.

®Y((x~ a.cos(x) + b.sin(x) + c)) ®((x+~ b.cos(x) + (-a).sin(x))) = (% a.cos(x) + b.sin(x))

Po@((X = a.cos(x) + b.sin(x) + ¢)) w((x~ (-b).cos(x) + a.sin(x) + c)) = ¢ a.cos(x) + b.sin(x))

On en déduit quep et ¢ commutent.

- Autre facon de rédiger P(x - 72) @@(P)) =@(P") = S tel que S(x) ='&x -172) ;

Wo@(P) =Y(@(P)) =W(Q) = Q; avec Q'(x) = Rx - 12), donc @y = Yo(p.

C1.5) Soit E K[X], E, =K. [X] (n entier naturel non nul fij¢ et soit B un polyndme non nul de E ; montnee q
'ensemble F des polynébmes P tels que BiPdifse B est un sous-espace vectoriel de TEbuver un
supplémentaire 'Fde FE, dans E, et donner dim(F. (Distinguer les cas ot d°(P) > n et d°¢), puis utiliser la
division euclidienng.

- Corrigé: F est non vide car tous les polynémes divigepblynéme nul qui est donc dans i aiissi est dans
F); F est stable par combinaison linéaire caBl$) et B|B, alors B|¢1.P; + a..P,).

On peut aussi écrire : F={BQQU E}, etalors PO F s'il existe @ tel que P=BQ,, et de méme FIF
s'il existe Q tel que P=BQ,; alors : 01.P; +0,.P, = B(01.Q; + 0,.Q) O F.

Etant donné un polyndme quelconque A dg da lui applique la division euclidienne par B existe donc
des polynémes uniques ne constante multiplicative pjedQ et R tels que: d°(R) < d°(B) et A = BQR. Par
suite, P=A-R =BQ estun élémentde F;dofg=P +R ou PIF et d°(R) < d°(P)Ainsi, en posant :

m =d°(P) - 1alors RO E,,. Il y a alors deux cas possibles :
¢ Si d°(B) >nalors ME,={0g}, donc F=E,.

¢ Si d°(B)< n, alors R, OE, et F=E, convient.

- Dans les deux casF' = Bngm, n} -



