C2) TD : Espaces vectoriels (deuxieme partie

C2.1) Soit E unk-espace vectoriel et un scalaide tel que, pour f1. AR, R), (f - Aidg) soit linéaire ;
montrer qu'alors f est linéaire.

- Corrigé: (f - Aidg)(a.u + B.v) = a.(f - Aidg)(u) + B.(f - Aidg)(v) ; en développant selon la définition des
opérations sur les applications :

(f - Aidg)(a.u +B.v) = f(a.u +B.v) - Aide(a.u +B.v) = f(o.u +B.v) - A(a.u +B.v).

a.(f - Aidg)(u) + B.(f - Aidg)(v) = a.f(u) - a.Aidg(u) + B.f(v) - B.Aide(v) = a.f(u) + B.f(v) - a.A.u - B.A.V.

En soustrayant les deux :af( +B.v) - a.f(u) - B.f(v) = Og, d'ou :

f(a.u +B.v) =a.f(u) +B.f(v).

C2.2) Soit E un espace de dimensionet3f un endomorphisme dQ(E) tel que 1 est l'application nulle,
mais f en est distinct. Montrer qu'il existe au moinsvesteur u de E tel que B = (u, f(UAuh) soit une

base de EDonner la matrice de f dans cette base. Gésérale résultat a dim(E) 5 puis montrer que si f
est nilpotent d'ordre p alorssm.

- Corrigé: On dit que f est nilpotent d'ordre Gomme f# 0, alors il existe u tel que(ti) # Oe. Soit alors
une combinaison linéaire : a.u + b.f(u) +*@j = Q- ; on lui applique %: a.f(u) = & donc a = Oll reste :

b.f(u) + c.B(u) = O ; on lui applique f: bFu) = Q donc b =0llreste:

c.fiu) = @ ; donc c = 01l s'en suit que la famille (U(u), f3(u)) est libre, et comme dim(E) 5 8'est une
base.

00O
Soit M la matrice de f dans cette base : E/lzo Oj.
010

On procéde de méme en dimension amec I'hypothése f nilpotent d'ordre n, enligppnt successivement
"1 "2 .., f ala combinaison linéaire, d'ou, <I"fu) # Oc : (u, f(u), .., f"(u)) est une base. La matrice de f
est alors du méme type que celle qui a été obtenuémension 3

Si f est nilpotent d'ordre p et u tel qu&'(f) # O, alors, par le méme procédé :, @), ..., f**

famille libre ; ce n'est possible que sk p.

(u)) estune

C2.3) Soit p et q deux projecteurs sur un espactoriel E ; montrer que o+ p =0 < Ppq=0gp =0
(endomorphisme n)l En déduire une condition nécessaire et suffisambe que p + q soit un projecteur. Dans ce
dernier cas, exprimer le noyau de p + q en fondaties noyaux de p et @nsi que son image en fonction des
images de p et.@Composer a gauche ou & droite par p du g

- Corrigé: Il est clair que si qi = gp = 0 alors la somme : op + gp = 0. Il suffit donc de montrer
I'implication dans l'autre sens, ou I'on supposdepart que : 4o + ¢pp = 0.

On appligue p agauche et q a droite de cgtbté: pPpoQeq + PgopPeq = g + (PQg)o(Peq) = O. (Si on sait que
la composée de deux projecteurs est un projeaayeut arréter ba

On applique ensuite q a gauche et p a droggagep + hGoPoPp = (pP)o(Cop) + pp =0 ;

mais, comme par hypothésepd -pq : pg + (pQg)e(p.q) = O

On soustrait les deux égalités obtenues et alpeg - pp = 0 ; et comme og + pp =0, alors pgq =pp = 0.

p + q est un projecteur si et seulement si ()*=@ + q c'est-a-dire : p +qo + GpP + q = p + Gou encore :
pog + p = 0. Donc : p + g est un projecteur si et seulerseqtq = gpp = 0.

Soit ul Ker(p + q) ; alors, en appliquant p a gauch&alroite : p((p + q)(u)) = p(u) ==0De méme en
composant par ,et comme p(u) = q(u) =0= (p + q)(u) =@, alors : Ker(p + q) = Ker(p)Ker(q).

Soit vOO Im(p + q) ; alors il existe u tel que v = (m¥u) = p(u) + q(ud Im(p) + Im(q)

C2.6) Soit E un espace de dimensigrs@t f un endomorphisme d@(E) telque: $+f-2ik=0

(application nully. Montrer que f admet une base de vecteurs psofin déduire les solutions de cette équation.
(Montrerque Ker(f - i) et Ker(f + 2i¢) sont supplémentair)zs
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Soit vO Im(p) + Im(q), alors il existe ud Im(p) et wOIm(q) tel que: v=p@ + q(w). On applique p a
gauche : p(v) = pg, puis g : q(v) =q@) ; par suite : v =p(v) +q(v) = (p + q)(v) doncll Im(p + q)
Il en résulte que : Im(p + g) = Im(p) + Im(q)

C2.4) Soit E Il'espace des fonctions de classe d€ I'ensemble des réels dans lui-méme. foiet P les
applications définies sur E pargf) =g = g(x) :onf(t)dt; W) =g = g(x) = f'(x). Montrer que@ et Y
sont linéaires ; comparep et Yo@. Etudier i¢ - @ et id - P ; donner leurs noyaux. Soit f =Hxcos(x))
qui est un élément de, Honner I'image réciproque de f pag dp.

- Corrigé: Les linéarités de@ et @ découlent directement de la linéarité de la ddiin et de celle de
l'intégrale.

@YK~ f(x) = x> f(x)) = (XHf:f (B)dt) = ((x=f(x) - f(0)). Donc : @y = ide - (x> £(0)).

Wop(x = f(x)) = qJ(xr—>onf(t)dt) = ((xn—»(foxf(t)dt)') = (x~f(x)). Donc : Yo = idk.

Ces deux composées sont différentes en générafesisf0) = 0 hucune des deux n'est la réciprogue de Ihutre

- Autre rédaction possibleOn note Kf) la primitive de f qui s'annule en 0 ef(f€ la fonction (%= f(0)) ;
alors @Y(f) = Py(f") = f - Cy(f), tandis queoq(f) = (Py(f))'= f.

(ide - @)(x = f(x)) = (x> f(x)) - (x> (J:f(t)dt) = (x> f(x) - J:f(t)dt)-

-Ou bien: (idg - @)(f) = - @f) = f - Py(f).

(ide - P)(x = f(x)) = (x= (X)) - (x= (X)) = (x> f(x) - (x)).

- Ou bien: (idg-Y)H) =f-wF="F-f"

ide - @ et id - ¢ sont des applications linéaires [1Ker(idz - @ < f(x) :onf(t)dt ; en dérivant : Tx) = f(x).
f O Ker(idz - ) = f(x) =f'(x). C'est-a-dire : f(x) =k, kOR.

Pour le premier il y a en plus la condition f(Opdonc : k = OPar suite :

Ker(idg - @) = {Og}, d'ou : id - @ injective ; et Ker(id- @) = {k.¢, kKO R}.

On peut approfondir un peu cette question en clhetch savoir si id- @ ne serait pas aussi surjective ? Soit,
donc, un élément f quelconque deeE g telle que (ig- @)(g) =f; alors :

ag(x) —ong(t)dt =f(x) ; soit G la primitive de g quiasinule en 0 ; ainsi: G'(X) - G(x) = f(x) ; il farésoudre
I'équation différentielle : y' - y = fAlors (voir la question suivanje. G(X) = d:f(t)e’tdt +k)€e, kOR, et G(0)=0

donc : G(x) = f(t)e'dt).€. On dérive pour trouver g I'antécédent deg(x) = f(x) + (. f(Y)e'dt).€"

Ainsi, idg - @ est surjective et injective, donc bijective st'en automorphisme.

Soit f = (x—»>cos(x)), et g telle que (- Y)(g) =f: (x—~g(x)) - (x~g'(x)) = (x—cos(x)),ce qui revient a
résoudre I'équation différentielle : y - y' = cgs(

L'équation homogenedns second memre y' - y = Q admet pour solution générale : y k. kO R.

Par la méthode de variation de la constante, ltéaquaompléte dvec second memtyse raméne a : &.= -cos(x)
ou encore : k' =e*.cos(x). Il existe des solutions de la forme : (a.cos(¥}).sin(x))e*, dont la dérivée vaut :

((b - a).cos(x) - (b + a).sin(xP*, dod: b-a=-1 et b+ a= @ savoir: k(x) =.(cos(x) - sin(x)E™.
Finalement, la solution générale de I'équatiorédifiiticlle est :
f'l((chos(x))) = §.(cos(X) - sin(x)) + k&, kOR}.

] . i o1 . 1 g S I
- Autre méthode On a k' sRe(-€' ) = Re(75.6" ) = I c(\/'z.eriﬂ“'e(l 2! :.%ﬂ(\ﬁ.e(' Dxrimdy =

K =\/—1-2.9zﬂ(e-x+i-<x #1i4)) =$.e‘x.cos(x +174), d'odi : f((x+ cos(x))) = {é.cos(x +174) + ke, KOR}.
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C2.5) Soit E =K, [X], I'ensemble des polyndmes de degré inférieur @l &gn muni de sa base canonique
usuelle B = (1, X, ..., n)§ et f l'application définie sur E par: f(PhXP - ()(2 - 1)P: Montrer gu'elle arrive
bien dans Epuis que c'est un endomorphisme et donner sacmatins BMontrer que si n est impair alors f
est bijective et que si n est pair alors Kex(fyect((1 - Xz)n/2). Soit @(P, Q) :é (f(P)f(Q))(K) ; montrer que
c'est une forme bilinéaire symétrique positive. ék&-définie ou non dégénérée ?

- Corrigé: Si P est de degré strictement inférieur,alors nXP et (3(— 1)P' sont de degrés inférieursa n;

il n'y a donc pas de probléme. Soit P un polynémeéegré n; alors nXP et 2(>(1)P' sont de degrés n+1;
il faut donc montrer que les termes de degré n s'ahnulentSoit ax" le terme de degré n de P ; alors le

terme de degré n+ 1 de nXP estxi3 tandis que celui de fX 1)P' vient de ' etvaut Xn.gx™! qui
lui est égal Ces deux termes s'annulent donc bien dans laractisn des deux : nXP - {X 1)P; et il s'en suit
que f(P) est bien de degré inférieur ou égal a n

C'est de facon évidente un endomorphismeti. B + a,.P,) = ... =a1.f(Py) + a..f(Py).

On cherche ensduite I'image de la base canonid(®) = nX, et pour I<k<n: f(Xk) =(n- k))(‘+1 + kX<
Donc :

O 1 o0 .. O
n 0 2 .. 0
M = 0O n1 O :
: S o
O o .. 1 0
POKer(f) = (X?-1)P'=nXP; on assimile les polyndmes a des fonctions, eéeaut I'équation différentielle :

y' :%, dont la solution générale est y = k.|x2”’-2,14)u kO R.

Si n estimpair il n'y a pas de solution polynal®j donc Ker(f) = {8}, et f est bijectivechr la dimension est

finie).

n/2

Si n est pair les polynémes de la forme k{X)"“ sont solutions, donc : Ker(f) = Vect((1 g)9(2).

Grace a la linéarité de, if est simple de montrer qug est une forme bilinéaire symétrique. Elle estipasicar
@(P, P) est une somme de carrés.

Comme c'est une forme bilinéaire symétrique pasitivest équivalent de montrer qu'elle est défmienon
dégénérée :

Comme @(P, P) est une somme de carrég(P, P) = 0= O kO[O0, n], f(P)(k) =0 ; f(P) étant un polynéme
de degré nil ne peut avoir n + 1 racines que s'il est dohc : P, P) =0= P =@ (il y a donc équivalende

Ainsi, @ est définie si n impair et elle ne I'est pa®si

C2.6) Soit E un espace de dimensionsd@t f un endomorphisme dQ(E) tel que: ¥+ f-2ik=0

(rapplication nully. Montrer que f admet une base de vecteurs esojin déduire les solutions de cette équation.
(Montrer que Ker(f - id) et Ker(f + 2i¢) sont supplémentair)as

- Corrigé: Soit ul Ker(f - idg)nKer(f + 2ide) ; alors : f(u) = u = -2u donc u %.00n a bien le résultat
souhaité : Ker(f - iggnKer(f + 2ide) = {Og}.

Soit ud E quelconque, v = (f + 2i{u) et w = (f - id)(u). Alors: (f - id)(v) = (f + 2idt)(w) = G, donc :
v O Ker(f - ide) et wO Ker(f + 2idk). Il s'en suit qued.v O Ker(f - ide) et 4.w O Ker(f + 2idk). Par suite :
u=1%.v + (3).w O Ker(f - idg) + Ker(f + 2id) = E. On a donc bien : Ker(f - @10 Ker(f + 2idt) = E.

Il existe donc une base de E réunion d'une bas&eigf - ids) et d'une base de Ker(f + 2/d mais, les
éléments de ces noyaux étant des vecteurs prdpesste donc une base de vecteurs propres.

Si D est une matrice diagonale dont les coefiisigliagonaux sont 1 ou ,-2t P une matrice inversible
. . . . . -1 . .

guelconque, l'application f dont la matrice denbase canonique est' PP est solutionréciproquement, toutes les

solutions sont de cette forthe



