C3) TD : Espaces vectoriels (troisieme partig

1 -1
C3.1) Si E est de dimension sdit les vecteurs u, v, w donnés dans la baisenique par : QO) , v:(ll), et
3 -

0
WZ(JJ. Donner la matrice dans la base canonique deojagtion p sur le plan Vect(u, v) de directlardroite

dirigée par w (Utiliser la méthode du pivjt

- ’ s X1
- Corrigé: Etant donné un vecteur quelconqxxézj, alorsx =a.u +B.v +yw et p(x) =a.u +B.v=Xx-y.w.

X1 -1 0
Il suffit donc d'inverser le systeme(xj = (3) + B(J (9 jusqu'a obteniry en fonction de ¥ Xo, Xs.
X1 0 X1
Aprés calculs :y = 3(3%, + 2% - X3). Par suite : p(x) %a - 3(3% + 2% - xg)(i) =| 33a+x+x) |, doula

3(3x + 2% + 2%)
10 O
matrice de p: M -1 1/3 13|,

1 2/3 2/

- Autre méthode Soit q la projection sur Vect(w) parallelethé@ Vect(y v) ; alors, x étant un vecteur
quelconque de E: x = p(x) + q(x), et, en notdmt et N les matrices respectives de p et apsda base
canonique :

(-3 -2 1) 000 10 0
N = dvevt?uuvw) (J =%(3 21| et: M=1-N=-1 13 13|
-3 -2 1 2/3 2/

C3.2) Si E est de dimension, &nner la matrice dans la base canonique dentétsig par rapport au plan
d'équation : (x +y + z = Qpe direction la droite d'équations : {x - y + H=3x + y - 2z = 0} (Utiliser la méthode
du pivo).

- Corrigé: Comme s = 2p - id on peut d'abord chercher la projection et applidune des deux méthodes de
I'exercice précédent :

Soit p la projection sur le plan (x +y + z 5 8% direction la droite {x -y +z =®x +y -2z =0}, alors, en
notant 4, us des vecteurs directeurs du plan non colinéaiteske un vecteur directeur de la droite ; par

1 1 1 X
exemple : y(—l), uz:((l)), Lb(i) (y=5%x z=4%. Alors, étant donné un vecteur@ = 0.Up + 0ol + 03.U3
(0) -

P(V) =01.U; + 02.Up = V -03.U3, €t : S(V) =2p(V) -V =V -@.Us.

.
X 5(4x-y-2)
Aprés calculs 03 = %(x +y+2z) dou:s(v) :() - 10(x +y+ 2(5) ( X-z J ; la matrice des est donc :

5(-4x -4y + 2z
4/5 -1/5 -1/
M= -1 0 - .
-4/5 -4/5 1/5
- Deuxieme méthodeSoit q la projection sur la droite {x - y +=z0, 3x + y - 2z = 0} de direction le plan

(x+y+z=0);alors v=p(v)+qg(vdonc s(v) =2p(v) -v=v-2q(vBoit N et M les matrices respectives
de g et s dans la base canonique ; alors :

! nNL 11 111 4/5 -1/5 -1/
UgX (s 1) ( ) .
~ det(u 1u2 ib):f‘o-@ :%-(5 5 i) dol: M=1-2Ng -1 0 -1 |
o 4 44 -4/5 -4/5 1/5

X 1 1
Il suffit donc d'inverser le systém@ = 0(1.(-1) + 0. (J os3. (5) jusqu'a obtenira; en fonction de xy, z
0 4
1
4
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réel fixé (fO0 HE, F)).

- Corrigé: On applique la méthode du pivot de Gauss ; pamele :

X1 X2 X3 Xa 1Y2Y3Ya X1 X2 X3 X4 X5 | Y1Y2Y3Ya X1 X2 X3 X4 Xs | Y1Y2YsYa
1-31-2-1 1000 #3,-L; 1 0-2-52 1 300 #Lst7L4-L; 1 0 0 0 2-7m 1357
01-1-11] 0100 ,ts-.L, 010-21 0110 A2, - Lo 010 012m 01-12
001-10f 0010 001-1j00 010 btls- L3 001 0-m 0001
001 0-m| 00O01 psz-L4 000 1-m 00-11 0001-mOO0-11
m -
2m-1

On peut exprimer X X, X3, X4 €en fonction de y Y, Y3, Y4 €t %. Ainsi : Ker(f) =Vect[ m |) et Im(f)=F
m

1
On remarque a ce propos que le théoreme du ratieestérifié : dim(F) + dim(Ker(f)) = dim(E)

C3.4) Soit E =R[X], A et B deux polyndmes a coefficients réelsaetun réel fixé tel que A(a -1.
Déterminer I'ensemble F défini par: F =fFE, P + P(a).A = B} (Soit f(P) = P + P(a).Amontrer que f est linéaire,
puis exprimer (f - ig)2 en fonction de f - id en déduire qu'il existe une fonction g telleqéig = (1 + A(a)).i@). Traiter le cas
particulier A(a) =-1.

- Corrigé: On répond d'abord a l'indication : (f gitP) = f(P) - P = P(a).A ;

(f- ide)*(P) = (f - i) (P(2)A) = [P(a)Al(a).A = P(a)A(a).A = A(a).(f - §(P).

Ainsi : (f-idg)? = A(a).(f - idk), donc : £- (2 + A(@))f + (1 + A(a))id = 0, gu'on écrit plutdt :
fog = (1 + A(@))ig¢, o0 g = (2 + A(a))id- .

e Si A(a)# -1, alors f estinversible aveélt1+A(a)g c F=f(B)=..={B —1—E(§(%)A)}.

e Si A(@)=-lalors: £-(2+A(@)f+ (1 +A(a))id=0 devient: =1, donc f est un projecteur.

Ker(f) est déterminé par I'équation P = -P(adanc Ker(f) = Vect(A) ; Im(f) = Inv(f) = Ker(f idg), est donc
déterminé par I'équation P(a).A =Bn outre A2 0 car A(a) =-Mdonc P(a) = DAinsi: Im(f) = (X - a)R[X] .

Si BO Im(f), donc si B(a¥ 0, alors il n'y a pas de solution. Sinon, B e salution évidente car f(B) =.B

Donc: F =B + Ker(f) = B + Vect(A) Ids éléments de F sont de la forme B + k.A koil R ; dans les deux cas on trouve un
élément de la forme B + k,fu k = -B(a)/(1 + A(a)) dans le premier casketéel quelconque dans le second cas

C3.5) Soit f un endomorphisme quelconque deSEEf vérifie : Ker(f) = Ker(f), montrer que I'on a alors :

Ker(f) n Im(f) = {Og}. Et’udier le cas particulier de la dimension firgé. f vérifie : Im(f) = Im(f), montrer
que : Ker(f) + Im(f) = EEtudier le cas particulier de la dimension finie.

- Corrigé: Soit ul Ker(f)nIm(f) ; comme u Im(f), il existe x tel que u = f(x)Alors Q@ = f(u) = (x),
d'ol I'on déduit X Ker(f?) = Ker(f), donc u = f(x) = £. On a bien : Ker(f) Im(f) = {Og}.

En dimension finie, avec le théoréeme du rang ondim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E) = n donc, avec la
formule de Grassman : dim(Ker(f) + Im(f)) = dim@®) + dim(Im(f)) - dim(Ker(f)nIm(f)) = n. Et ainsi :

Ker(f) + Im(f) = E, qu'on peut écrire : Ker(f) Im(f) = E ; ils sont supplémentaires.

Soit uJ E quelconque et v = f(j Im(f) = Im(f?), donc il existe x tel que v 2(k). Ainsi : f(u) - £(x) = O,
donc: f(u - f(x)) = @, d'ou l'on déduit: u - f(x)J Ker(f). Mais comme u = (u - f(x)) + f(x)somme d'un
élément de Ker(f) et d'un élément de Imd@prs : Ker(f) + Im(f) = E

En dimension finie on applique le théoréme du rarg formule de Grassman :
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dim(Ker(f) + Im(f)) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) - dn(Ker(f)nIm(f)) = n, donc : dim(Ker(fhIm(f)) = 0. Par
suite : Ker(fhIm(f) = {Og}, et on a une nouvelle fois : Ker{)Im(f) = E ; ils sont encore supplémentaires.



