C4) TD : Espaces vectoriels (quatrieme partie

X+y-mz=0 mx+y+z=1
C4.1) Résoudre, m étant un réel fix@)n (M + 1)x+2y-2z=Q b)yx+my+z=m?
X+(m+1y+z=0 X+y+mz=m?

- Corrigé: a) On applique la méthode' du pivot de Gauss :

x_y z x y oz |

1 1 m 0 &-m+DL-L, 1 1 -m 0

mil 2 -2 0 b-L;-Lg 0 1-m mzm-2 0

1 mtl 1] O 0 m m+ 0

eSim=1: X 'y 2 X yz |
1 1 -1 0 L-Lz-Lg 1 0 -3 0
0 0 0O 0 4-1L, 0 1 2 0
0 1 2l 0 41-Ls 0 0O O 0

3
L'ensemble des solution est : Véc@).

¢ Si m# 1, on simplifie L, par m-1:

X y z | X |y z |

1 1 -m | 0 Ll-L 1 0 2 0
0 1 -m2| O 0 1 -m-2 0
0 m m+l] 0 4-mlL, - Lj 0 0 m2+3m+ 0

-2
eSim =%.(—3 i-\/_5), la derniére ligne est nulle ; I'ensemble destsmia est : Vec{(%.(l 1\1_5)}).
1

0
*Si mz1l et n# 15.(-3 i\/'_:i), c'est un systeme de Cramer dont l'unique solesbhe vecteur nul ({Jj}.

0
b) x y z] X |y z]
m 1 111 L+L,+ L3~ Ly m+2 m+2 m+2| 2m2+1
1 m 1 | m L-Ls-L, 0O ml 1-m O
1 1 m| m2 L-L;- Ls 1I-m 0 m-l m2-1

¢ Si m = -2 la premiére ligne est une impossibilité, il n‘ganc pas de solution.
eSi m=1 alors x+y+z=1;lensemble dastions est : (10, 0) + Vect((1 -1, 0), (1, 0, -1)).

®Si m#z-2 et mz1, onsimplifie: x+y+z=02m2+ 1)/((im+2)y=2z x=2z-m-1doulon déduit
rapidement: x=-2m+1)/(m+2y=z=(M2+ m+ 1)/(m + 2)

C4.2) Soit M la matrice d'ordre 4 ayant tous emes égaux a, $auf sa diagonale dont les éléments sont
nuls. Est-elle inversible ?

01171

F A 1011
-Corrigé: M= (1 2 0 1} (si on ne souhaite pas connaitre l'inverse, seiartie gauche des tableaux est nécegsaire

1110

(On peut utiliser une ligne fictive ol= Ly + L, + Ls + L, pour simplifie).

0111 1000 2L+ Lls+ L, - Ly 3000 2111
1011 0100 E2L+Ls+Ls-L, 0300 1-211
1101 0010 ;kHL-2L3+Ls-Ls 0030 11-21
1110 0001 HL+L:3-2L4-1L4 0003 111-2
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M est donc inversible, avec M= %(
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C4.3)a) A et B étant des matrices carrées donnéas/lig¢C), résoudre dans#(,(C) : X = tr(X).A + B.
b) A étant une matrice carrée donnée.ﬂ/én(C), résoudre dans%n(C) S X+ X = tr(X).A.

- Corrigé: a) Si on applique la transposée a cette égalitérauve que si tr(X¥ 0, il est nécessaire pour
avoir des solutions que A soit une matrice syimésr.

On applique ensuite la trace a I'égalité, en atilida linéarité : (1 - tr(A)).tr(X) = tr(B)

e Si tr(A) =1 et tr(B¥ 0, il n'y a pas de solution.

e Si tr(A)=1 et tr(B) = 0: Alors B est unelstion particuliere de I'équation. On pose X =B ; alors :

Y =tr(Y).A, d'ou lI'on déduit que Yl Vect(A). Réciproquement, si Y &.A alors Y est solution. Finalement,
I'ensemble des solutions de I'équation initiale eBt+ Vect(A)

donc: X =—EL_ A g,

e Si tr(A)# 1, il existe alors une unique solution car tr( tr(A) =T-tr(Ay

b) De méme : 2.tr(X) = tr(X)tr(A)donc : tr(X)(2 - tr(A)) =0
e Si tr(A)# 2, alors tr(X) =0 et, donc: X X=0 : l'ensemble des solution est I'ensemblé des matrices
antisymétriques.

e Si tr(A) = 2 : Toute matrice antisymétrique restdution. On sait que toute matrice est somme duaieice
antisymétrique Y et d'une matrice symétrique X =Y + Z; alors: Z + Z = tr(Z).A dar 'z = 2). Il s'en suit
que Z0O Vect(A).

Si A n'est pas symétrique, la seule possitakte Z = Q I'ensemble des solutions est doné
Si A est symétrique, alors Zo=A est solution, I'ensemble des solutions est dorie Vect(A).
1 cos(a) cos(2a)cos(3a

cos(a) cos(2a)cos(3a)cos(4a)

1441
C4.4) Déterminer le rang et éventuellement l'ingals :a) (i 11 i);b) (cos(Za)cos(3a)cos(4a)cos(5a)'

133 cos(3a) cos(4a) cos(5a) cos(6
1000
-Corrigé:a) i.C;+C, - Cy, i.C;+C3 - Cs, -G+ C4 - Cu: |i 00 0] Lerang est donc 2elig ne pouvait
2i 4i

étre inversible car non carpée

b) cos((k + 2)a) + cos(ka) = 2.cos(a)cos((k + 1¢@st-a-dire : cos((k + 2)a) = -cos(ka) + 2.ap=gs((k + 1)a)

ou encore : €=-C, + 2.cos(a).g G =-G + 2.cos(a).e= ... =-2.cos(a).C+ (4.cos?(a) - 1).£
1 cos(a)
C, et G sont donc des combinaisons linéaires dee€ G; M a méme rang que N(%Cff((z"’g)ﬁgigii . On
cos(3a)cos(4

applique le méme procédé aux lignes de N que qell I'a été aux colonnes de M ; ainsi, N et sint de
cos(a)

Cos(a) cos(2a))” , dont le déterminant vaut cos(2a) - cos?(a) 2(eps 1 = -sin%(a)

méme rang que T

Alors, si az ki, rg(M) =2 ; etsi a=%& rg(M)=1 02z); elle n'est jamais inversible.

4-a 1 -1 1al O
C4.5) Montrer que les deux matrices suivantes semblables (-6 -1-a 23) et (0 1-a oa).
2 0 02

4-a 1 l-al O
Corrlge - Premiére méthode, trop longu®n cherche P telle qu%és -1-a 2) F(o l-a oa)P'l, donc :
0 0 2-
4-a 1 l-a 1l O
(6 -1-a Za) F{O 1l-a OJ.
0 0 2-

X1 Y1 Z1 4-a 1 X1 Y1 Z1 xlylzl l-a 1 O
Soit : X2 Y2 22| ; alors : 6 1a 2 X2 Y222 |-|X2 Y22 O 1l-a 0 =
3 Y3 Z 3 Y3 Z 3Y¥s z/\0 0 2-
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6% - 2% + 2% X2-6Y1 -2y, + 2y -6z -3+ 2
2X1 + X X3+ 2% + Y, 221+ %-23

On peut réduire le systeme obtenu par la méthogeviiti de Gaussef supprimant les deux lignes redondahtes

M+ X-Xs X+t Ye-Ys 22+2%-Z
z|=0

X1 o 3 V1 Yo Y3 4 % & Xt o 3 N Yo Y3 4 B &

3 1-1 0000 O00D0 OLi-Lg —» Ly 1 0-1 0 0 O O O O 0
1 00 3 1-1 000D OL,-Ly+Li-Le— Ly 0001 O0-1 0000 0
00 00 0O O0 2 1-1 MBLz+ Ls — L3 0O 00O O O OO O-1}| 0
0-1 0 -6-2 2 0 0 ( 0 a-0-6-2 2 000 0
0 0 0O 0O O 06-3 2 0 00 O 0 0 06-3 2 0
21 00 0 O 0 0 0 O 21 ® 0 0 00O O o0
0 0-1 21 0 0 0 0] O 0 0-1 2 0 0 0 0] O

Des six premieres lignes, on déduit; =xX;, X = -2%, Ys=Vi, Yo =% - 2y1, =0, 2 = -2z, ce qui est
compatible avec la septieme, d'ou :

Xt Y1 a4 101
P=|-2x x.-2y -2z |; par exemple,pour;xz =1 y,=0: P3-2 1 -2,
X1 Y1 0 100

Les deux matrices sont bien semblables.
- Deuxiéme méthode, inspirée de la trigonalisati®i les deux matrices sont semblables, ellesgmtent le

4-a 1 -
méme endomorphisme f dans des bases différentes;oir la base canonique B pour I\Q-ﬁ -l-a 23), et
2 1 1

1l-a 1 O
une base B'= (uw, W) pour N :(o 1-a oa).
0 0 2-

Onadonc: f(y = (1 - a).y, c'est un vecteur propre associé a la valeur prdpr a; f(W) =w + (1 - a).y;
f(us) = (2 - a).4Y, c'est un vecteur propre associé a la valeur pr@ a Ainsi ;

4-a 1 - 1
Pour y: [6 -1-a za) (J =(1- a)o d'ou I'on déduit aprés résolution qug(lj

4-a 1 0
Pour y: ( 6 -1-a 26) O (J +(1- a) , d'oul I'on déduit aprés résolution qug(j (pour x=9.

4-a 1 - 1
Pour u4: ( 6 -l-a 2) (Z) =(2- a)() d'ou I'on déduit aprés résolution qug(a).
11 o



