C) TD : Espaces vectoriels.

C1.1) Soit F I'ensemble des applications dérasmble E =#(I, R), ot | est un intervalle réel contenant 0

Montrer que c'est un espace vectoriel. Soit $oles-ensemble de E constitué des éléments F dels que :
f(0) = f'(0) = 0 ; montrer que c'est un sous-espace vett®eut-on en donner un supplémentaire dans F ?

C1.2) Dans E =#(R, R), montrer que I'ensemble des fonctions pairesrsdémble des fonctions impaires sont
deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

C1.3) Si E est un espace vectoriel de dimensiua Supérieure a ,2montrer que si U et V sont des
hyperplans de E distincts, alors U + V =uelle est la dimension de tJV ?

C1.4) Dans E =#(R, R), soit F={fE, f(x)=a.cos(x) + b.sin(x) +,coll a, b et c sont des réelsjontrer

gue F estun espace vectoriel de dimension fBoé. @ et Y des applications de F dans E définies par :
@P) =Q avec Q(X) =P(x#2); W(P) =R avec R(x) = P'(x)

Montrer que ce sont des endomorphismes de F ;a@@anpy et Yoq.

C1.5) Soit E K[X], E,=K.[X] (n entier naturel non nul fi}¢ et soit B un polyndme non nul de E ; montnee g
I'ensemble F des polynébmes P tels que BiPdifse H est un sous-espace vectoriel de TEbuver un
supplémentaire 'Fde FE, dans E et donner dim(F. (Distinguer les cas ot d°(P) > n et d°&), puis utiliser la
division euclidienng.

C2.1) Soit E unk-espace vectoriel et un scalaide tel que, pour f1. AR, R), (f - Aidg) soit linéaire ;
montrer qu'alors f est linéaire.

C2.2) Soit E un espace de dimensionet3f un endomorphisme dQ(E) tel que 1 est l'application nulle,

mais f en est distinct. Montrer qu'il existe au moinsvesteur u de E tel que B = (u, f(LAu)) soit une
base de EDonner la matrice de f dans cette base. Gésérale résultat a dim(E) 5 puis montrer que si f
est nilpotent d'ordre p alorssm.

C2.3) Soit p et q deux projecteurs sur un espactoriel E ; montrer que o+ p =0 < Ppq=0gp =0
(endomorphisme n)l En déduire une condition nécessaire et suffisambe que p + q soit un projecteur. Dans ce
dernier cas, exprimer le noyau de p + q en fonaties noyaux de p et @nsi que son image en fonction des
images de p et.Composer a gauche ou a droite par p du g

C2.4) Soit E I'espace des fonctions de classe d€ I'ensemble des réels dans lui-méme. Soiet P les
applications définies sur E pargf) =g = g(x) =I0Xf(t)dt; Y =g = g(x) = f'(x). Montrer que@ et Y
sont linéaires ; comparep et Yo. Etudier i¢ - @ et id - P ; donner leurs noyaux. Soit f =Hxcos(x))
qui est un élément de, Honner l'image réciproque de f pakg 4ap.

C2.5) soit E =K, [X], 'ensemble des polynémes de degré inférieur @l &gn muni de sa base canonique

usuelle B = (1, X, ..., n)§ et f l'application définie sur E par: f(PhXP - (X2 - 1)P:. Montrer qu'elle arrive
bien dans Epuis que c'est un endomorphisme et donner sacmatins BMontrer que si n est impair alors f

est bijective et que si n est pair alors Kex(fyect((1 - )(2)"/2). Soit (P, Q) :é (f(P)f(Q))(k) ; montrer que
c'est une forme bilinéaire symétrique positive. &k-définie ou non dégénérée ?



C2.6) Soit E un espace de dimensions@t f un endomorphisme dég(E) tel que: T+ f-2ik=0

(application nulld. Montrer que f admet une base de vecteurs gsofin déduire les solutions de cette équation.
(Montrer que Ker(f - id) et Ker(f + 2ig¢) sont supplémentair)as

1 -1
C3.1) Si E est de dimension sdit les vecteurs u, v, w donnés dans la baisenique par : QO) , v:(ll), et
3 -

0
w:(l). Donner la matrice dans la base canonique deojaqtion p sur le plan Vect(u, v) de directlardroite
dirigée par w (Utiliser la méthode du pivjt

C3.2) Si E est de dimension, &nner la matrice dans la base canonique dentétsig par rapport au plan
d'équation : (x +y + z = Qpe direction la droite d'équations : {x - y + H=3x + y - 2z = 0} (Utiliser la méthode

du pivo).
1-31-2-1

C3.3) Donner I'image et le noyau de f dont laripatdans les bases canoniques %t :(1) i j é ,ol m estun
0010-

réel fixé (f0 HE, F)).

C3.4) Soit E =R[X], A et B deux polyndbmes a coefficients réelsaetun réel fixé tel que A(& -1.
Déterminer I'ensemble F défini par: F =FE, P + P(a).A = B} (Soit f(P) = P + P(a).Amontrer que f est linéaire,
puis exprimer (f - ig)° en fonction de f - ig en déduire qu'il existe une fonction g telleqig = (1 + A(a)).i¢). Traiter le cas
particulier A(a) =-1.

C3.5) Soit f un endomorphisme quelconque deSEEf vérifie : Ker(f) = Ker(f), montrer que I'on a alors :

Ker(f) n Im(f) = {Og}. Et’udier le cas particulier de la dimension firgé. f vérifie : Im(f) = Im(f), montrer
que : Ker(f) + Im(f) = EEtudier le cas particulier de la dimension finie.

X+y-mz=0 mx+y+z=1
C4.1) Résoudre, m étant un réel fix@)n (M + 1)x+2y-2z=Q b)yx+my+z=m?
X+(m+1y+z=0 X+y+mz=m?

C4.2) Soit M la matrice d'ordre 4 ayant tous ®emes égaux a, $auf sa diagonale dont les éléments sont
nuls. Est-elle inversible ?

C4.3)a) A et B étant des matrices carrées données/ligC), résoudre dans#(,(C) : X = tr(X).A + B.
b) A étant une matrice carrée donnéadén(C), résoudre dans/%n(C) S X +'X = tr(X).A.

1 cos(a) cos(2a)cos(3a

1441
C4.4) Déterminer le rang et éventuellement l'neers :a) (i 11 i) ' b) (chss((za;)ggzgzgggzgzgggzgzg.
1033

cos(3a) cos(4a) cos(5a) cos(6

4-a 1 -1 l-al O
C4.5) Montrer que les deux matrices suivantes semblables (-6 -l-a 2) et (0 l-a 0).
2 1 1 0 0 2-

C.5.1) Soit A1, A1z, Azi, Azp, Bis, Bio, Bag, Bxx des matrices carrées d'ordre n ; montrer que :

A1 Az B11 Bi2 - A11.Bi1 + A12.Bar A11.Bio + A B
Az Az )\ Ba1 B2z A2.Bii+ ABar AziBia+ AaBJ”



C5.2) Si E est de dimension 2 soit, pou()’@ et v ﬁ) : (U, v) = 33%y; - 14(XY2 + Xoy1) + 6%yY,. Ecrire

la matrice de f dans la base canonique B,=ef{g Montrer que la famille B' = {ge), pour : ¢=e, + 2@, et :
e, = 2@ + 5@, estune base de E ; exprimer f dans la lBiset donner sa matricecenest pas ™P).

C5.3) Soit E 9K,[X], I'ensemble des polyndmes a coefficients di{nsle degré inférieur ou égal 3 Auni de
sa base ci':monique B = (1, X)) XSoit f définie pour tout couple (P, Q) d'édts de E par:

f(P, Q) :JOP(X)Q(x)dx Montrer que f est une forme bilinéaire non dégée, et donner sa matrice dans B

C5.4) Soit @ une forme bilinéaire sur E telle quepiu, u) =0 = u =@, et f une application de E dans lui-
méme telle que pour tout couple de vecteurs w ee E on ait (f(u), f(v)) = @u, v). Montrer que f estun
endomorphisme injectif.

C5.5) Soit ¢ une forme bilinéaire sur E telle que, pour toatple (u, v) de vecteurs, on ait I'équivalence :
@u,v) =0 = @, u) =0 Montrer que@ est symétrique ou alternée.

((p est alternée ou non, auquel t&xiste x tel que@(x, x) # 0, développer alorg(x, u - @x, u)lp(x, x)).x) et utiliser une des propriétés de
@. Ensuite, poury(u, x) # 0, utiliser @(u, v -(@u, vV)/gu, X)).x). Enfin, pourg(u, X) = Q utiliser @u + x, v - (U + X, V)ka(X, x)).x)).



