D1) TD : Espaces preéhilbertiensgremiere partie

D1.1) Montrer quepour (y V) O E2 E espace préhilbertien rel

u et v colinéaires et de méme sens(u|v) = ||u||.llvll= ||u + V|| = [Ju]] + [IVI|

u et v colinéaires et de sens contraikes(u|v) = -||u]].[IVIl= 1|u - VIl = Jul] + |IVH [Ju + V]| =]lul] - |VII
- Corrigé: La premiére équivalence de chaque propositibdésontrée dans le cours.
llu+ vl =lull + VK (u+VE=(lull +[Iv]) = ... = (ulv) = [u]l.]]vI]

u et v colinéaires et de sens contrairesu et -v colinéaires et de méme sens||u + (-v)|| = ||u]] + ||-V||

lu+ Vil =full - [IVI[ = (u+vE=(lull - IV < ... = (ulv) = -[Jull]Iv]]

D1.2) Soit u un vecteur fixé non nul, un réel et f définie pour tout vecteur XE par : f(x) = x a(x|u).u ;
trouver a pour que 0 (x, y) O B, (fX)[f(y)) = (X]y).

- Corrigé: (f(x)If(y)) = (x - a(x|u).dy - a(ylu).0) = (xly) - (xf(ylu).u) - E(x|u).uly) + @(x|u).ufr(y]u).u) =
(x]y) - a(y|u).(x|u) -a(x|u).(uly) +o2(x|u)(y|u).(ulu) = (X]y) - @(x|u)(y|u) +aZ(x|u)(y|u).(u|u) Donc :

(fCAIfY)) = (xly) = - 2n(x|u)(y|u) +aZ(x|u)(y|u).(u|u) =x(X]u)(y|u)-€(uu) - 2) = 0

1% cas : Sia =0, alors f(x) = x la fonction identique est solution du probléme.

2°™cas : Sia = 2/uz en notant u' = u/||u|| unitajralors f(x) = x - 2(x|u’).u'On reconnait la formule de la
projection orthogonale. En notant p la projectimthogonale sur Vect(uplors p(x) = (x|u’).y'et on a donc:
f=idg-2p =-s ou s estla symétrie orthogonalergaport a Vect(u)

D1.3) Soit E un espace euclidien de dimensiomuni de la base orthonormale B 1, @, &;, &) ; donner la
matrice du projecteur orthogonal sur F = VecHes;, & + 2e), puis celle de la symétrie orthogonale par
rapport a Vect(e+ e + & + 2e).

- Corrigé: On applique la formule de la projection orthoglen en notant p le projecteur et s la symétrie

p(u) =3.(ule + &).(e, + &) +i.(ule + 2@).(e; + 2&). (Clest possible car les vecteurs donnés dans I'éremmt orthogona)x

X1 1 0 (X1+X3)/2
+
u étant donné dans B par: x}fs ,alors : p(u) =.(x, + X). 2 + 3.0 + 2X). (1) = (E(x21+2x)3)//25 , d'ol
0 2(Xo + 2x4)/5,
12 0 1/2 0
M _(o 1/5 0 2/j
PTl12 0 12 0 |
0 2/5 0 4
1 X1

. 1 X
De méme : s(u) = 2(ul(g + &+ &5+ 2@)).(& + &+ &+ 28) - U =5.(x1 + Xo + X + 2X) | 1 | | . | =

S5X t 2% + 2% + 4% 5 2 24
2X1 - 5% + 2X3 + 4%, N 2 -5 24
1 1 2 3 ' . -1
s(u) =7. 2%1 + 2% - 5xg + 4 ,d'ou: M_7'(2 2 -5 4]
Axg + Ao + Axg + Xy 4 4 4

D1.4) Soit E Il'ensemble des fonctions numériqumigs et continues sur [0,.1Yérifier que I'application :
(flg) =Iof(x)g(x)dx est bien un produit scalaire. Donnentame des vecteurs u =#{xx.In(x)) et v= (x~ X).

Calculer inf{_ (x.In(x) - ax2 - bxjdx, (a b)OR3. (Pour p=0 et a2 1: ] x*In%x)dx = (q/(p + D x*InT(x)ax).
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- Corrigé: La bilinéarité vient de la linéarité de l'intatg. Cette forme bilinéaire est positive car ,ff) est
l'intégrale d'un carré. Il est simple de montreielig est définie car : Si I'intégrale d'une foantipositive est
nulle sur un segment, ¢a signifie que la fonctisinneille sur ce segmenti(ex. C5.3.

On utilise tout au long de I'exercice la propriétéinée en indication, démontrée avec une intégrato partie :
1 1
Pour p=0 et g=1: /xP.In%x)dx = (-a/(p + 1))/ xP.In%}(x)dx

En remarquant au passage qu'on prolonge la fon¢kien x".In%(x)) en zéro.

[|ulf =J:x2.ln2(x)dx = %.I:xz.ln(x)dx = %.(—%.J:xzdx) [—] = 27 = ||ull é@_

VP =], xedx =5 = [V _—\/15

o inf{ ] (xIn(x) - ax2 - bxjdx, (a b) 0 R2 = inf{J|x.In(x) - axe - bxf, (a b) 0 R3 = d(u, Vect(y, w)F, ot :
w = (X X3).

Soit p la projection orthogonale sur Vegctfy) ; alors : d(uVect(v, w))?> = ||u - p(u)f|

Malheureusement; et w ne sont pas orthogonaux et on ne peut donc paisjaepla formule de la projection ;
il faut orthonormaliser (wv) avec le procédé de Schmidt :

v = V/||v|| =\/§.u ; W'=w +Av avec (vlw) =0= .. = A =-3/4 Alors, w' = w"/|w"|]| = 4/§W
Finalement : v' = (%> 4/3x), W' = (x> 4/5(x2 - X)). Alors : ||u - p(u)1|: llu - ((uv).v' + (ujw).w|

lu - p)R= hednG) 2 + 239 = 1) (cIn() - 55 +53Ydx = ... 355

- Autre méthode Cette méthode nécessite de connaitre la thdesi@xtrema développée au chapitre E :

: ab b? a 20 2
Soit @(a, b) Ixz(ln(x) ax-bfdx =5 +5 +3 +5+%5 +57

Le minimum, s'il existe, est atteint en un pointigue vérifiant :%g(a, b) :%E(a, b) = Q c'est-a-dire :

-1 1
= 0. La solution de ce systéme est unique et vaut 3,ab = 12 Ainsi : (p(3, 12) = 23>
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Il reste a verifier que c'est bien un minimum .—%25—5, S =395 =2 0>

A <0 et R>Qc'est bien un minimum.

D1.5) Soit E ;/%n(R) ; vérifier que l'application (M|N) = Ttlf(/lN) est un produit scalaire. Donner la norme de
la matrice identique, et de la matrice N 1-1)(:21,<n avec g =1i+] (utiliser les formules de la somme des carrés da de

1<j<n

somme des cubpsCalculer ensuite les minimumsnf{ 2, 1<i<nij - 1-]), avec (xlj) 1<ign U z/? ol .o/ est le sous-
1<j<n 1<j<n

ensemble de E des matrices antisymétriques, f(aerlp,<n(xl, - j)?, avec (xi,,-) D szv} (Montrer que les

<jsn
matrices symétriques et antisymétriques sont ochalgs pour ce produn scaléue

- Corrigé: La linéarité de la trace implique la bilinéarité cette application ; par ailleurs : LlBrX = Tr(A),
donc : (M|N) = Tr(MN) = Tr('(MN)) = Tr('NM) = (N|M), elle est donc symétrique.

e Positive : Pour M = (f;) 1<ien (M[M) = Tr(tMM) = %aﬁ,—, qui est bien positive.

i<
j<n
¢ Définie : Comme c'est une somme de carrés : (M{M) = %aﬁj < a;=0 pourtousles,j « M=0.
Elle est bien définie. '

C'est une forme bilinéaire symétrique définie pesjtc'est donc effectivement un produit scalaire.

e = Tr(11) = Tr(l) = n, donc : ||I|| =/n.
INIF= 2, =2 +])? = (2 + 2§ + ) =220 + TZp + 222 = 2020 + 2(0)(T)) = 2n TP + 2()* =



||N|F on! n(n+1)(2n+1) \(

> )=

(Une petite curiosité au passag ij = 2 i3).
ij i
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+1 2 1)(7
n2(n+1)\ 3 +n;]):...—n(n+6)(n

+5)

On démontre d'abord l'indication, en nota¥ff I'ensemble des matrices symeétriques. Soitl &/ et SO .o :

(AlS) = Tr(AS) = -Tr(AS), et (S|A) = TrtSA) = Tr(SA) = Tr(AS) = -(A|S)d'ou I'on déduit : (A|S) =,@t, par

suite : /1% Ce sont donc des supplémentaires orthogonzﬁﬁz:aiu.
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xI j» avec (x; J)

<i 1<is<n
<j 1<j<n

O %/i -n2(n + 1)

1<isn
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J(i+), avec(x;)

N --—2n(>:|) avec(xl,) O .of} =

O :zd} n(n + 1)

La somme des coefficients d'une matrice antisymégrast évidemment nulle, donc :

g M d(N, lwﬁz d'ou, en notanp la projection orthogonale sur/ :

0uchh = [IN - p(N)Jf = [INff = PEIED)

car p(N)=0 vuque N est



