D2) TD : Espaces préhilbertiensdeuxieme partie

D2.1) SoitE =R®* muni d'une base canonique & la famille de vecteurs ,(u, w) de coordonnées respectives
dans B: u=(12,1),v=(40,1) et w=(-11, 0). Montrer que cette famille est une base et trqusier'est
possible, un produit scalaire sur E tel que dattglle soit une base orthonormale pour ce prositataire.

- Corrigé: Au chapitre G on verra qu'il suffit de calauleur déterminant, mais la il faut faire autrement

XU+yv+zw=0e {xX+y-z=0 2x+z=0 x+y=0}; des deux derniéres on tire y = €k z = -2x
gu'on remplace dans la premiere : 2x,d0nc x =y = z = OC'est une famille libre de trois vecteurs dans un
espace de dimension trois, c'est donc bien une base

On cherche une matrice M telle que, en notantV UV les colonnes respectives des coordonnées, ae wu
dans B, alors {UMU = 'VMV = 'WMW = 1, et : 'UMV = ‘UMW = 'VMW = 0.

X1 Y124y
On poserait ainsi M Eiz Y2 22), et on obtiendrait des équations a neuf inconr{sieen tenant compte de la symékrie
3Ys Z

Mais il y a plus simple : En notant P = (U V Vajors 'PMP = | donc: M =P'P" = (PP)". Ainsi:
11-1\/ 1210\t 3121 31-4
M :(G 0 1)(1 0 1)) :& 5 a = .. :%.(1 1 -2).
10110 2 427

D2.2)a) Soit E =R, [X] I'ensemble des polyndmes de degré inférieuégal a nMontrer que l'application

1
définie par: (P, Qyr IOP(t)Q(t)dt Gu'on notera ensuite (PJQ) est un produit scalaire. Donner une base
orthonormale de E pour ce produit scalaire dagadeou n =2

b) Soit E =R,[X] ; l'application : (P, Q) (P(-1)Q(-1) + 2P(0)Q(0) + P(1)Q(1))/4 est-ellepmduit scalaire ?
Si oui donner une base orthonormale.

sup{d°(P), d°(Q}}
¢) Soit E =R[X] et l'application : (P, Q) Zb P(K)Q(k) ; mémes questionseéter 'exemple P+ P, Q)

avec RX)=1+X P(X)=1-X et Q(X) = X.
d) Montrer par récurrence sur n que pour touteematurel nla série%k”lk! converge Hypothése de récurrence :

le rayon de convergence cliEl%(k estinfin). En déduire que pour tout polyndme %P(k)/k! converge. L'application :
(P, Q)+ kZOﬂ%QM est-elle un produit scalaire ?

- Corrigé: a) (cf. ex. c5.3 et Diyila bilinéarité vient de la linéarité de l'intégralCette forme bilinéaire est
positive car (PP) est l'intégrale d'un carré. Il est simple dentrer qu'elle est définie : Si l'intégrale d'une
fonction positive est nulle sur un segment, caigmue la fonction est nulle sur ce segment. €run
polynéme est nul sur un segment, ayant une infadgtéacines, c'est le polynéme nul.

C'est une forme bilinéaire symétrique définie pesjtc'est donc bien un produit scalaire.

On applique ensuite le procédé d'orthonormalisadierschmidt : (1|1) =,le polyndme constant 1 est déja
unitaire.

Soit @ =X +A;alors: (X +A|1) =3 +A =0, d'ou I'on déduit\ = -3 ;
(X - 31X - 3) =%, le polyndme /3.(X - 1) = 2/3.X -4/3 est donc unitaire et orthogonal & 1
Soit @ =X2+AX +p;alors: (R+AX+p[l) =3 +3A+u=0,et: O€+AX +pX)=%+3\ +3u=0, dou

I'on déduit : =3\ -3, 1 +3A +3(-3A -3) =5 + A =0,donc : A = -1, p=4.
2 11y2 1y L . . 2 . And
(XZ- X +§|X2- X +§) =155; donc : §/5.X%- 6/5.X +4/5 est unitaire et orthogonal aux deux précédeésats.

base cherchée est :, (B/3.X -1/3, 6\/5.X2- 6y/5.X +1/5).

- Remarque On peut calculer {p) ala place de (X et ce qu'on perd dans ce calcul est gagné ercauite
on obtient directement la valeur de
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b) La bilinéarité, la symétrie et la positivité samimédiates.

(PIP) =0 = P(-1) = P(0) = P(1) = 0; un polynébme de degréxdayant trois racines est nul, cette forme
bilinéaire est donc bien définie. Par suite, affgictivement un produit scalaire.

On applique ensuite le procédé d'orthonormalisadierschmidt : (1|1) =,le polyndme constant 1 est déja
unitaire.

Soit @ =X +A;alors: (X+\|[1)=A=0; (X|X) =3, le polynéme\/_Z.X est donc unitaire et orthogonal a 1
Soit @ =X2+AX +p;alors: (R+AX +p|l)=3+pu=0doncp=-3 et O€+AX-3X)=3A=0,

(X2 -3|X?-3) =7, dou: 2X -1 est unitaire et orthogonal aux deux précéddm base cherchée est:
(1, \[2.X, 2% - 1).

c) Onteste : f(P+ P, Q) avec HX) =1+ X2, P(X)=1- X et Q(X) = X ; on obtient :

f(PL+ P, Q) = f(2 X) = 5, 2.Q(K) = 2(Q(0) + Q(1)) = 2

f(Py, Q) + (P, Q) =f(1-X, X) +f(1 + X2, X) = I(;OPl(k).Q(k) +k;OP2(k).Q(k) =

P1(0).Q(0) + R(1).Q(1) + R(2).Q(2) + B(0).Q(0) + B(1).Q(1) + B(2).Q(2) =0+2+10+0+0-6=4

Comme il y a un contre exemple tel que ;1 f, Q) # f(Py, Q) + f(R®, Q), ce n'est pas une forme bilinéaire.
dSin=0: éxk/k! = & converge pour tout x. On suppose la propriésgevjusqu'au rang n ; alors la série

o 1Nk

f(x) = kZ(L]kk—),( converge pour tout .l en résulte que f est dérivable et que lzesdérivée de f converge pour
o 1,n+1 k-1 o N+l k
tout x: f(x) = kgok K Par suite, la série de ¥xX) converge pour tout x kZOk i la propriété étant

démontrée au rang n + dlle est donc toujours vraie.
o | N

Pour x=1 kZOF converge.

d d © 1N d o n o o d n
; - nAn A= dop) - ; K _ K ; . - K
Soit P(x) —nZ:Lanx ,ou d=d°(P); alors .nZ:jOa1.kZ=(j]k! = Eok;)a“‘k! converge tandis que .kZ(j]P(k)/k! —égo%.k!.
N n
On peut échanger les dex car seul I'un des deux est une limite ; en notah) :kzoaq%, alors :
d d )
Lim Z_jOuN(n) = Z_JOLim un(n). Par conséquentlgjoﬂk,g converge.

Soit: (P|Q) :kzoﬂ%gﬂg; avec les théoremes sur les limites, dont latdirde la somme et la limite d'une suite

multipliée par un scalaire, on démontre la biliitéasuite a quoi la symétrie et la positivité séwidentes.

Cette forme bilinéaire est définie car une sériménique dont le terme général est positif ne paetrélle que
si son terme général est toujours nul, ainsi P)B|0 = P(k) =0 pour tout k ; le polyndme P doit ddire
nul car il admet une infinité de racines.

C'est bien un produit scalaire.

D2.3)a) Si E est euclidien, montrer qu'une applicatibnE - E telle que pour tout couple de vecteurs
X, y): (Xf(y)) = (f(X)]y) est linéairesfidomorphisme symétrigueMontrer qu'un projecteur orthogonal vérifie eett
propriété (n projecteur orthogonal est donc un endomorphisymetriqus.

b) Pour E euclidien, montrer que toute applicationE - E telle que pour tout couple de vecteurs yx:
(x[f(y)) = -(f(x)]y) est linéaireepdomorphisme antisymétrigue montrer que ¥ est symétrique, et : (K)|x) < 0,
(fFGa1x) = 0.

¢) Soit un espace euclidien E et une applicafioe — E. Montrer |'équivalence suivante :

(O, Y) OB, Ife) - Il = IIx-yll) et (@=09) ~ (O(x, y)OE, (fXIf(y) = (xIy))
En déduire qu'elle est linéaire, puis bijective.

- Corrigé:a) (f(a.x)ly) = @.x|[f(y)) = a.(x|f(y)) =a.(f(x)ly) = @.f(x)|y). Donc :
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Oy, (fla.x) -a.f(x)|ly) = 0, ce qui signifie f§.x) - a.f(x) = Oz car le produit scalaire est non dégénére.

De méme : (f(x+ x)ly) = (4 + xlf(y)) = (xlf(y)) + (&lf(y)) = (f(x)ly) + (fO)ly) = (f(x) + f(x2)]y). Donc :
Oy, (f(xy+ %) - f(x1) - f(X2)|y) = O ce qui signifie f(x+ Xp) - f(xy) - f(X2) = &= pour la méme raison.

Il en résulte que f est linéaire.

Soit p la projection orthogonale sur EJ;(u, v) O B2, O(ug, Vi, Uy, Vo) OPPX(F )2, u=Uu +p €t V=V\ + .
Alors : (p(U)[V) = (dlvy + V) = (U|ve) + (Wfv2) = (Welva) = (Ulve) + (Wplva) = (e + Welva) = (ulp(V))

b) On procede de méme : qf&)|y) = -@.x[f(y)) = -a.(X|f(y)) = a.(f(X)]y) = @.f(x)]y). Donc :

Oy, (fla.x) -a.f(x)]y) = 0, ce qui signifie f&.x) - a.f(x) = Oz car le produit scalaire est non dégénéré.

De méme : (f(x+ x)ly) = -(a + Xlf(y)) = -(xlf(y)) - (lf(y)) = (f(xDly) + (f)ly) = (f(x0) + f(x2)|y). Donc :
Oy, (f(xe+ %) - f(x1) - f(x2)|ly) = O, ce qui signifie f(x+ xp) - f(xq) - f(x2) = G pour la méme raison.

Il en résulte que f est linéaire.

Par ailleurs : (xfi(y)) = -(fF(x)|f(y)) = (f3(x)]y) donc £ est symétrique.

En outre : (F(X)|x) = -(f(X)|f(x)) < O ('opposé d'un carré scaldireet : (f(X)[xX) = -(X[f(X)) = -(f(X)|X) dar le produit
scalaire est symétrigké donc : (f(x)|x) =0

¢) Il faut montrer les deux implications.

® = : On suppose ainsi T((x, y) O B, [If(x) - fy)Il =[x - yII) et (fP=Ce) ; alors |[f(x) - F(@I| = ||x - @Il
donc : [[fColl = 1]

Par ailleurs : |[f(x) - ()| = ||x - v |[f(X) - f(Y)|F = |X - YR, c'est-a-dire :

(fOq) - fWIF(x) - f(y)) = (x - ylx - y), en développant : (X} 2(f(x)If(y)) + f(y} = x2 - 2(xly) + y?; et comme
f(x)2=x2 et f(y}=y2 on en déduit bien : (f(X)[f(y)) = (xly)

@ O : On suppose ici O (x, y) O B, (f(x)|f(y)) = (xly) ; alors : (f(B)If(0g)) = (O=|0¢) = 0, donc f(}) = O

Par ailleurs : (f(x - y)[f(x - y)) = (x - y|x - yHonc : |[f(x) - f(y)}|= |[x - YR, c'est-a-dire : [|f(X) - f(y)|| = ||x - Y|
L'équivalence est donc vraie.

D2.4) Soit E =R®* muni de son produit scalaire canonique et d'ase lorthonormale directe B = (&, &)
(c'est-a-dire que s& aey), €t (U v) un couple de vecteurs fixés non colinéaitesa orthogonaux. L'application f
qui a tout couple de vecteurs (x, y) associé&il(|(yClu)) est-elle un produit scalaire ? Méme questieta
(xCW)|(ydw)) + (dWV)|(Yv)). Méme question avec ((x|u).x|(y|v),ypuis avec ((x|u).u|(y|v).v)Soit s la
symétrie par rapport & Vect(u) parallélement 2 (ymétrie orthogona)e méme question avec (s(x)|s(yPpit s'
la symétrie par rapport a Vect(u) parallelementect(v, (u, vf), méme question avec (s'(X)[s'(y))

- Pour les produits scalaires, donner une base ortinorale

- Corrigé: e Soit @x, y) = ((Xu)|(yu)) ; la bilinéarité la symétrie et la positivitérg assez évidentes, mais
elle n'est pas définie carg(u, u) =Q

e Soit @x, y) = ((xOu)|(yDu)) + ((xv)|(yDv)) ; la bilinéarité la symétrie et la positivitérg encore assez
évidentes. Soit x tel que@(x,x) = 0 ; comme c'est une somme de carré W) = (Cv)|(xCv)) = 0.
Alors : Xu =x0v = O, donc x est a la fois colinéaire & u etevqui n'est possible que si x=6ar u et v
ne sont pas colinéaires. Etant aussi définie, dtest bien un produit scalaire.

o(u, v) =0 donc u et v sont orthogonaux papr on peut donc choisir comme premiers vecteulsade :

u u \' \' .. . .
u'= = ,et v' = = . On cherche un troisieme vecteur w' colinéaing del que :
Vo, u)  lIuv]] Vo, v lluv]] g

W = UV +A.U + L.V (procédé de Schmidt appliqué & wwuv)), @w, u) =@w, v) = 0. Alors :

(((uv + Au +pV)Ow)[(Uu)) + (((Uv + Au +pv)IV)|(uiv) = 0, et :
(((uDv + Au +pv)0u)[(vEW)) + (v + A.u +pv)Dv)|(vv)) = O, c'est-a-dire :

(((uv + A.u)DV)|(UTv)) = A.(Uv|uv) =0 (ar (Uv)Dv est orthogonal aw), et :
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(((uDv + pv)DU)|(vdu)) =p.(vOu|vEu) = 0 pour une raison similaije Donc : A = = 0.

ullv
w=ul, et W' car Ul estd & u et ydonc: [UDV)Ou|| = |[@v]].|lul] [fuDv)Dv]|| = ||a@v]].||v
m OV INTIafIvE ( (b 1= [[@V].[jul] Ik I = 1@V |v]).

v ullv
La base cherchée est Il y a d'autres réponses possibles, par exemple Sekmidt sur la
i T i ponses p par exemp

base canoniqie

® Soit @x, y) = ((X]u).x|(y[v).y) ;®(u, v) = uzv2.(ulv) @v, u) = (ulv§. Comme u et v ne sont pas colinéaires,
l'inégalité de Cauchy-Schwarz est stricte dapie, u) <@(u, v) ; ce n'est pas un produit scalaire.

e Soit @(x,y) = ((x]u).ul(y[v).v) ; @u, v) = uav2.(ulv) @v, u) = (ulvf. Comme précédemment, ce n'est pas un
produit scalaire.

® Soit @(x, y) = (s(X)|s(y)) ; si on connaissait le chapitreon saurait que s est une isométrie qui conderve
produit scalaire, donc: (s(X)|s(y)) = (x]y). Maés il faut le redémontrer. Soit ; & u/||u]} & unitaire

appartenant auet g=¢gle ; alors, si X = xe, + %.& + X3.6; et Yy =Y.6 +Vo.& + V.63 alors :
S(X) = -%.€1 + Xo.& + X3.63 €t S(Y) =-Y.& + ¥,.6 + y3.63, donc : (S(X)[S(Y)) =p¥1 + XYz + Xay3 = (X[Y).
Il s'agit donc du produit scalaire canonique etedaase préalablement orthonormale convient.

® Soit (X, y) = (s'(X)|s'(y)) ; il est trés simple de végifiles conditions pour que ¢a soit un produit $ealkzar
une symétrie est injective, donc s'(X)=8 X = (.

On pose ensuite w =, alors: @(u, u) = u2 @v, v) =v3 @w, w) =w2 @u, w) =@V, w) =0 Ear w est
orthogonal & u et)v

On peut donc prendre; ||u|| %_W_Ilﬂll et @=v+Au: @u,v+A.u)=(-ulv-A.u)=-(uv) fA.uz=Qq

- - K_L) vz Luv?
donc: A= ” ”2 ; par suite :@(e, &) = (V - ” ”2 ||U||2 LI Finalement :
1 P _ LlP SR U S ¥
@2 &) [llFIMIP - (ulv?  [IFIVIBL - cos2uv)) — [llFIVIPsinau v) — [uCv]P '

& Ml v +__1
& = e €) - ||u|]v||(”u”V +||u|| .u) —”uDv”(”UﬁV + (u|v).u)

(uIv)U+IIU1Iv ulv
vl TP

La base cherchée est donti—(



