D4) TD : Espaces préhilbertiensduatrieme partie

D4.1)a) Developper en série de Fourler la fonctlon deopler 21 définie sur Ir, 1] par f(x) = x2; en déduire
les sommes .Z 1/n2 ( 1) /n2 Zl/(Zn + 15 Zl/n Zl/(Zn + 1)
b) Developper en serle de Fourier la fonction deogér 2t définie sur [0, & par f(x) = x2; en déduire les

Sommesz 1/n2 et Z( l) /n2 (Attention : f n'est pas paje
- Corrigé: a) Rappel du cours : o& ?.fl f(t)dt; pour n=1: g =%.f| f(t)cos(rwt)dt ; b, =%f| f(t)sin(nwt)dt.
s > s e
Ici : %:%rf_ntZdt :%; a,:%rf_nt%cos(nt)dt; b:;lrfﬂtz.sin(nt)dt: 0 car f est paire sunt[1.
- Premiere méthodeOn intégre @ par parties deux fois consécutivement.
1" 1 - o2t 2" _2 no 2" _
a, = Tl,f_ntz.cos(nt)dt —nTr[tZ.sm(nt)]_11 - nn,f_nt.sm(nt)dt —nTrf_nt.sm(nt)dt —nzw[t.cos(nt)]_TT - anr[_ﬁcos(nt)dt =

4(-1)"

| ) . 10" . . :
- Deuxiéme méthodeOn calcule a+i.b, =;1J t2.€"dt, en intégrant deux fois par parties.

_—— nt - int _— int |nt int —_—— |nt J_l
iy = mn[tZé . mnf t.d"dt = I et = [t I et = [t ] =, dou:
aﬂ—Jn—z)- et h=0

n

1
Dans les deux cas, comrhest continue suR, et d'apres le théoreme de Dirichlétc) = = + 4 21% cos(nx)

n-1 >
Pour x =m: f(m) =m@= +4zn2,dou znz_s_pour x=0:f(0)=0% +421%2L,dou lﬁ_)__llz
= &

c 1 H, , @ 1 T
r.zo(zn+1)2 2(2 g nz)‘i-(6+12)‘8

On peut aussi le calculer autrement :

1L, g1 __igl 3 1 P |
2T &2 T S@n+ 18T fEn? T s 2n + 19

On applique ensuite la formule de Parsev%uji Ift)[dt = |af® + %;Qaﬂf + 0. Ici :

m % n“ N *1 1
,[_ t'dt =g+ 82 i d'ou 8;::1?:3 et ainsi EF =30
1 1

—_ - 1 — - [P —_
2= Lyt an+ 1 - o 4n T Zan + 1 90U z S@n + 1) ~ 1621 - 96

. 4re . ) - L
b) Ici, —f tadt =—g, et on ne va appliquer que la seconde méthodercae peut plus utiliser la parité
0
pour se passer du calcul dg: b

21 2n
H _l int n < int 4|T[ nt 4”T L in 2n L int -
an+|.bn_rrf 2.ddt = Irm[tZét] -mnI temdt == I "t gy = AT + et - el et =
-4in 4 n -4'
r:n+n2 n31T Int] L nz, dou: g=1; et b.:— et, d'aprés le théoréme de Dirichlet :

Pour X0 R\21Z : f(x):—+4Z(M Tusin(ng)



D4-2

Pour X 2nZ 4Z(COS(nX) T[SIQ(HX)) f(0") ; f(0) _f( ") +2 fm) _
hd n-1 >
Ainsi, pourx=0: —+4Zn2—2rt2, donc an:% et pourx =Tt: _+421£F2)_:"2 d'ou : Zf—Lzllz

D4.2) Développer en série de Fourier la fonctlorpdaode b def|n|e sur I, 1 par f(x) = cosgx) ou a

n'est pas un entier ; en déduire les somm@lll(n2 02) et Z( 1) /(n2 02). Montrer ensuite I'égalité :
=

cotan(x) = 1/x + 2)(211/(x2 - n3B) ; pour quelles valeurs de x cette égalitéelistvraie ?
e

- Corrigé: f(-m =f(m) et f est paire, donc,B 0 ;et: g= erf cos@t)dt -M.
1{" 1{" ] ) .
=% _HCOS@(t)COS(nt)dt = . (cos((n -0)t) + cos((n +o)t))dt (e 7 de la formule de trigo part avec le double intioén

intégrant de 0 &).

sin((n -a)t) _ sin((n +a)f),m _ 1 sin(mt-an)  sin(m+am, 1 (-1)"sin@m) N (-1)"sin@m), _
T['[ n-a n+a Jdo~m' n-a n+a )=l n-a n+a )"
_C 1)"sin@mn) , 1 2(-1)""a.sin@n)
n h+an- a) (n2-o?)m
n+1
D'apres le théoreme de Dirichlet : fﬂ@ 1+ 22 Zﬁ—ﬁm&
sin(@ 1 T
=202 20, tan@)’
smgo@ (- } (- 1) Tt 1
Pour x=0: f(0)=1= (1 + 22, Z(nz 0(2)) d'ou : Z(nz “a) = 20(.sin(om) "o

1 T TR T2 cotangx)

=202 " 2a. tan@m) r;lnzrﬁ-xz 2x2 2x

On posea == dans la formuIeZ

o

2x T8 1 s .
cotan(x) ——1;2(.(22[(2 2z n2112 2) =7 + 2X. Z e Cette égalité est vraie pourlxtZ.

D4.3) Soit f(x) la somme de la sérEosin3(nx)/n! & rée) ; déterminer son domaine de définition et mantre
n=|
gu'elle admet un développement en série de Fayuien calculera. Exprimer f a l'aide des fonctiosselles.

- Corrigé: Zo|sin3(nx)|/n!s Zolln! = 1k; cette série est donc toujours absolument coeweeg f est définie
n= n=

sur R.

On linéarise : sin3(nx) £.sin(nx) -1.sin(3nx) d'od ,=0 car f impairp:

i . 3 1 3 3
f(x) = nzlbn.sm(nx) avec: H= 2@y~ @n)p b3t =4@n + 1) b3nin = 2@n+2)t

. 3
Par exemple @(n) =1 —%.lsm%ﬂ, ou:q@n)=EQ+ Eg) g) et: k=7 -(4—_:5&(%33—))!.

On passe ensuite dans I'ensemble des complexefapewspparaitre des séries exponentielles :

I i n
3 ﬂ Smx K_L 1 ﬂL 3 cos(x) +.sin(x) _ 1 4cos(3x) H. S|n(3x)_
> ( ) = -1

4'n!"1"n! _4n0n| THe
3.6 (cos(sin(x)) H.sin(sin(x)) -z.€°°®(cos(sin(3x)) +.sin(sin(3x)))

On prend la partie imaginaire : f(x)3=sin(sin(x) g% - ;.sin(sin(3x)g""),

D4.4) Polyndmes de Legendréour le produit scalaire (P|Q) I_=1P(x)Q(x)dx Montrer que la famille

(La(X)),on €st orthogonale, avec :y(X) = - 1)) (Plus généralement, on peut montrer en intégranpadies

2n| dX
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que (LJQ) = 0 pour tout polynéme Q de degré strictemieférieur & 1§ ; et que la famille «n +%2).Li(X)) oy €St
l'orthonormalisée de la base. Hontrer que, si 22 : (N + 1).1+1(X) - (2n + 1)X.Li(X) + n.Lp1(X) = 0 (¢tablir
gue (2n + 1)Xk - (n + 1)L, est un polyndme de degré inférieur ou égal)a Montrer finalement que L vérifie I'équation
différentielle : (2 - 1).Lh(X) + 2X.Ly(X) - n(n + 1).L,(X) = 0 (appliquer la formule de Leibniz a: {X1)((R - 1)),
eta: (n(%- 1(x2- 1)™Y).

-Corrigé: e Soit U = (% - 1), alors L, = 2”1n|'
inférieur a nll faut noter que -1 et 1 étantracines dord de Uils sont aussi racines des dérivées jusqu'a
U™ et gue chaque dérivée faisant diminuer le degréld d°(L,) = n. On peut ainsi procéder a l'intégration
par parties :

u™ et P un polynéme quelconque de degré strictemen

2] PRL)dx = PEUCx)dx = [PEOU™ -1 PeoU™dx = 4 P1o)U™ Yx)dx
En poursuivant le processus'?nQ_llP(x)Ln(x)dx =I_11 P (U™ (x)dx = ... = (-15[_11 PYo)U™(x)dx.

1
Pour k=d°(P) + ¥ n (pour queU™ admette bien les racines -1 ét:lF‘k)(X) =0, donc Zf_lp(X)Ln(X)dX =0

En conséquence de quoi, sizm, alors (lx|L,) = O ; c'est bien une famille orthogonalken fupposant m < n alors
P =L, dans ce qui précéde, sinon on l'applique dansd'aens).

¢ || faut ensuite calculer ¢lL,). On a vu que, pour tout k convenable : (rl‘éﬂu (—1)k(P(k)|U(”’k)) ;on applique
sz z Ny _ N, ((2n) . n) _ @y (N — n
cette propriété & (UU™) = (-1/(U*"|U) ; et comme §” = 2n)! alors (PJU™) = (-1 @n)Y (x2 - 1)'dx.

Soit, en posant u(x) =x+ 1 et v(x) = x,-€t en procédant de méme :
1

1 -1)"2n)!
(LulLy) = (Znn!)z.(u(”ﬂu(”)) :%Fg)-.f_lu”v”.dx, avec :

! n 1 n+ 1 ! n+1 n- - ! n+1 n- -1 ! n+2 n-
[ UV dx =5z U™V - ] UV =] utvtdx = ﬁ%ﬁ)ﬁlu A" dx = ...

T+l a7 N+l
k 1 n 1 n 2 nA2n+1 2

(-1)n(n-1)...(n-k+1 N (-1)n(n-1)...1 -1) (n! 1 1 -1)27 ' (n!
?-[_1 un+kVn k.dX = )[_1 Uzn.dX _L_)L)_ 2n+1]-1 :Lﬁ)_.

(n+1)(n+2)...(n+k) * T(n+1)(n+2)...(2n - (2n)! '2n+l'[u
n _1\"92n+1 2
Par suite : (KL,) =(yen e ) _ 2 _ 1

Znz © @D T 20+l ey

D'ou : \/n + %).L, est unitaire et la famille «d(n +%2).Ln(X)) oy €St orthonormale.

e Soit n= 2 ; on souhaite connaitre les deux termes dehalusdegré de L. On les obtient en dérivant n fois

d " 1 (2n)! n(2n-2)!  n-
S o) = L X - TR =
n2n-2)! n2_ (2n)! n (n-1)2n-2)! ,n-2

2"n!(n-2)!'x ‘2“(n!)2'x A (GEN); X

les deux termes de plus haut degré de

(2n)!
2"(nh?

X" -

Ainsi: (2n + 1)XL, - (n + 1)L,.1 admet les termes de plus haut degré suivants :

(2n)! n (n-1)(2n-2)! . (2n+2)!
(@2n + DX.GmeX" = () - 2 (n+1)!

n+1 _Nn(2n)!
- 2n+1(n!)2.

X" - (n+1) 7X X" =

(@2n)! «__(2n+2)! n+1 n(2n)! n-1)2n-2)!  n-1 _
((2n + l)2n(n!) -(n+1 )Znﬂ((nﬂ)!)z).x +((n+ 1)2n+1(n!)2 -(2n + 1)£—K—l.2n((n_l)!)2 )X =

(2n+1)!  2(n+1}(2n+1)! + (2n-2)! n(2n-2)! -
(G - S ) X+ 3o (e )n(2n)(2n-1) - (20 1)(n-1)2n2) % = ot o0 X

Comme (2n + 1)XL- (n + 1)Laeg admetZnJr-ll(frr:—_'f))#.X”'l comme terme de plus haut degré, c'est un polyrfame
degré n-1

Par ailleurs, si P est un polyndme quelconqueetdgé inférieur ou égal & n ;&ors :

(QI2n + 1)Xls - (N + 1)Lava) = (20 + 1).(QIXL) - (N + 1).(Qlla+) = (2n + 1).(XQ|ly) = O ; donc, comme les L
sont de degrés, kalors QI Vect(Ly, Ly, .., Ln2), d'ou: (2n + 1)Xk- (n + 1)L+ O (Lo, Ly, .. Ln_z)D.

Finalement (2n + 1).(Q|X).- (n + 1).(Q|lk+1) est combinaison linéaire de, let L, ;; mais, comme | est de
degré strictement supérieur, alors (2n + 1).(Q)Xln + 1).(Q|lk+1) est colinéaire a 13 :

(2n + 1).(Q[Xly) - (n + 1).(Q|k+1) = a.Ly.1 ; on égalise les coefficients dominants :
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n2n-2)! (2n-2)!
27(n-1)17 T “2 (1)

souhaitée : (n + 1)Ly(X) - (2n + D)X.L(X) + n.L,.1(X) = 0.

d'ou: a=netainsi: (2n + 1).(QX] - (n + 1).(Q|k+1) = nL,1, ce qui prouve l'égalité

e On applique la formule de Leibniz a: &X1)((X2 - 1))™, eta: (n(R- 1)(X2 - 1))™" en constatant
qu'il s'agit de la méme expression car {X)((X? - 1))’ = n( - 1)(X2-1)":

m
(Formule de Leibniz : (fg)™ = 3 (7 )f¥g™). Seuls restent @ 1), (X2- 1) =2X, et (@-1)' =2
k=o\ k

1 1 1
(x2- Hu)™ = (”g ).(x2 - U™ 4 (”I 2XUT 4 (”; 2u" =
x2- U™+ 2(n + XUV + n(n + YU’ =
2nxu)™Y = 2n(”g1 XU™ 4 2n(”{1).u‘“) = 2nXU™V + 2n(n + 1).P, d'our :

- YU+ 2xU™ - n(n + UV = 0 - 1)U + 2xXU™) - n(n + I = 0.
En divisant par "h! : (X2 - 1).Ln(X) + 2X.Ly(X) - n(n + 1).L,(X) = 0.

D4.5) Soit E un espace euclidien de dimensiBnmuni de la base orthonormak® = (e, &, &) ; trouver trois
droites D, D,, D; telles que Vect(@ soit bissectrice de @PD3), Vect(e) soit bissectrice de (DDs), et
Vect(e) soit bissectrice de (DD,).

- Corrigé: Soit Y, W, Uz des vecteurs directeurs respectifs des droitgsDE) Ds, et de méme norme. Il est
alors possible de choisiri,up, Us tels que: £=3.(l + W), & = 5.(Uy + W), & = 3.(L + W) (il y a dautres
solutions car un couple de droite admet deux bigses) ; cette possibilité repose sur le fait que, damgriangle isocéle, la
bissectrice est aussi la médiane.

Oninverse le systtme obtenu etalors=ste+te+6, L=a-66+6, L= +6&-6&.



