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Attention : Plus la réponse a une question paraitiénte, mieux elle doit étre justifiée et rédigée.

|) On note E(x) la partie entiére de x : le pluang entier relatif inférieur ou égal &. ®©n note
m(x) la mantisse de x: m(x) = x - Epet ||x|| = inf{m(x) 1 - m(x)} Dans toute la suite x désigne
un réel quelconque.

1) A quel intervalle appartient m(x) ?
2) a) Trouver les éléments,xde RO{-, +0} au voisinage desquels : E(x)= x + o(X)=o(g) -

lim é(—x)s 0). b) Idem pour : E(x) =x + O(1)f£ O(g) = [f(x)|<M.|g(X)| au voisinage de, XM = constant).

3) Montrer que :0kOZ, E(x + k) =E(x) +k

4) Montrer que -0y O R, E(X) + E(y)E(X +y)<EX) + E(y) + 1

5) Comparer 1-m(x) et m(-x)

6) Soit tI [0, 1[ ; montrer que : E(x +1t) - E(X {0, 1} et E(X) - E(x - t)J {0, 1}.

7) Soit tO [0, 1/2[ ; montrer que :
ExX+t)-E(X)=1= mxX)=21l-tet: EX)-E(x-t)=1= m(X) <t

8) Soit tU [0, 1/2[ ; montrer que : E(x +t) - E(x-t) = & ||x||[<t. Que vaut E(x +1t) - E(x - t) si
IIx|| >t ?

9) Soit n I'entier relatif le plus proche de exprimer n a l'aide de, x(x), ||X|| et la partie entiere
(le plus simplement possible

10) Montrer que la fonction ¢ ]|x||) est paire, bornée et 1-périodique, et que fout réel v :
HIXI]- 1yl 1x - yb et [Ix +ylE [Ix]] + Iyl

10 bis)Question réservée aux 5/Donner le développement en série de Fouriel|xl¢ et étudier sa

convergence. En déduire la valeur dr§11/n2.

11) Montrer que : 2|4 |sinf)| < T4|x|}
12) En déduire que pour YR : 2™ - 2| < 2i|x - y|| et, pour N et xOZ :

infiox + y)| < —2
12, < 50

11) Soit alIN, b0 Ja, +of, f:[a, b] - C, et gl CY([a, b]). On note it) = {é 2: 2_>t(tD[a bi).

1) Montrer que ::gln(t).f(n) = :ﬁ;f(n).
2) Pour n[a, b], montrer que 'J:1n(t).g'(t)dt =g(b) - g(n)
3) En déduire que %:f(n)g(n) = ng(n)).g(b) -I:(:ﬁ;f(n)).g'(t)dt

4) Application : Ecrire la formule précédente paur 1, b = nQ N, f(t) =1, g(t) = In(t)

5) En déduire que, pour= 2 : 0<In(n!) - n.In(n) + n - 1 <In(n)et pourn grand :In(n!) ~ n.In(ng).



