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I) On note E(x) la partie entiere de x : le plusngl entier relatif inférieur ou égal a. ®n note m(x) la
mantisse de x: m(x) = x - EQ@t [|X|] = inf{m(x) 1 - m(x)} Dans toute la suite x désigne un gaedlconque.

1) A quel intervalle appartient m(x) ?

Par définition : E(xXE X <E(X) + 1 §inon E(x) + 1 serait un entier inférieur ou égak plus grand que E(x) dont il est dit qu'il
est lui-méme le plus grapdDonc : 0< x - E(x) < ], d'ou : m(x)T [0, 1][.

2) a) Trouver les éléments>de RO{-, +0} au voisinage desquels : E(x)= x + a(f)= o(g) - lim g(x—xl): 0.

e s . E(x) - . <
Par définition : E(x) - x = o(X)= X"”Q XX X=0.1 y a plusieurs cas a discuter :
. * . E(x) - . E(x) - -1 . R . N . e Az
Si %OZ : lim XX X = 0, Iim XX X = X’ les deux limites a droite et a gauche étantrdisds, I'égalité
X —Xo X—Xo
X2Xo X<Xo

souhaitée est fausse. §j =0, la limite a gauche est infinie.

. . EX)-x_E - -m - sz L.
Si xOZ: lim ()2 = (X‘;()o X X(:O), cette limite n'est pas nulle, I'égalité souhadtéieencore fausse.
X = Xo

X2Xo

. . X) - 1 . .
Il' y a cependant deux cas ou elle est vraig:=xc. En effet : %—H < % On peut ensuite appliquer le

théoréme des gendarmeAtténtion a la notion de voisinage

b) Idem pour: E(x) =x + O(1)f£ O(g) = [f(x)|<M.|g(x)| au voisinage de, XM = constant).

E(x) =x+0O(1) = m(x) =0(1) = |m(x)|<M au voisinage de g% par suite, M =1 convient et la propriété
est vraie.

3) Montrer que :0kOZ, E(x+k) = E(X) + k

Comme E(Xxk x < E(X) + len ajoutant k: E(x) +kx+k<E(X)+k+1; E(X)+k estdonc le plusigd
entier inférieur ou égal a x + Honc : E(X) + k = E(x + k)

4) Montrer que :0yOR, EX) + E(y)<E(X+y)<E(X) + E(y) +1

Premiére démonstration possible pour I'une desalitég: E(x)< x et E(y)<y, donc, en les additionnant :
E(x) + E(y)sx +y; E(X) + E(y) estun entier inférieur ouaég x + y tandis que E(x +y) est le plus grand
des entiers inférieurs ou égaux a x.-Ep conséquence de quoi : E(x) + B (x + y).

Les deux démonstrations a la fois : E(x +y) = EJBOE(y) + m(x) + m(y)) = E(x) + E(y) + E(m(x) + m(y))
(d'aprés la question précédenteEt comme @ & m(X) <1 et & m(y) <l alors: & m(x) + m(y) <2donc:

0 < E(M(X) + m(y)) <2 donc <1 carcestun entipr Finalement: E(X) + EF EX + Y)S E(X) + E(y) + 1 én
additionnant E(x) + E(y) a chaque merr)bre

Autre méthode : EQEX<E(X)+1 = EX)+ysX+y<EX)+y+ 1=

E(EX) + Y))SEX+Y)SE(EX) +y +1) = EX) + E(y)<E(X+y)< EX) + E(y) +1 dapres la question
précédente.

5) Comparer 1-m(x) et m(-x)
Si xOZ, alors : m(-x) = m(x) = 0donc 1 - m(x¥ m(-x).



Si xOZ,alors: E(X) <x<E(X) + I -E(X) - 1 <-x<-E(x)donc E(-x) = -E(x) - 1Par suite :

-X = -(E(X) + m(x)) = E(-x) + m(-X) = -E(x) - 1 + (%), d'ot : m(-x) =1 - m(x)

Remarque En appliquant le résultat de la question précié&danec y = -xon peut tout au plus arriver a :
m(-x)< 1 -m(x)< m(-x) + 1

6) Soit t [0, 1[ ; montrer que : E(x +1) - E(Q {0, 1} et E(x) - E(x - t)1 {0, 1}.

D'apres la quatrieme question : E(x) = E(x) + EB(x + t)< E(x) + E(t) + 1 = E(x) + 1d'oU :
O0<E(x +1) - E(t)< 1, et comme c'est un entjexlors : E(x +t) - E(x)J {0, 1}.

Deméme: E(x-t) =EXX-t) + EQEX)<E(X-t)+E(f) + 1L =E(X-t) +1d'ou:

0< E(X) - E(x - t)< 1, avec la méme conclusion : E(X) - E(x £t]0, 1}.

7) Soit tO [0, 1/2[ ; montrerque : Ex+1)-EX)=% m(X)=21-tet: EX)-E(x-t)=1= mX) <t
E(x +t) = E(E(X) + m(x) +1) = E(X) + E(M(X) +t) = ¥)(+ 1 (ar hypothege = EM(X) +t) =1 <

1<m(x) +t< 2 et comme la condition avec 2 est triviale tarl/2 et m(x) < jhlors :
Ex+t)-EX)=1< m(Xx)=21-t

De méme : E(x -t) = E(E(X) + m(x) - t) = E(X) + E((6¢) = E(X) - 1 fpar hypothése = E(M(X) -t) =-1 =
-1<m(x) - t < Q et comme la condition avec -1 esttrivi@imrs: E(X) - E(x-t) = 1= m(x) <t

8) Soit t [0, 1/2[ ; montrerque : E(x+1t)-E(x-t) =% ||X||<t. Que vaut E(x +t)-E(x-1t) si ||X|]|>t?

E(x +1t) - E(x - t) = (E(x + 1) - E(X)) + (E(X) - E(xt)) ; on additionne deux entiers de , {0}, pour que leur
somme vaille 1il faut que I'un soit nul et que l'autre vailleonc : Soit m(xXk 1 -t @uquel cas m(& 1/2 > 1),
soit m(x) <t fuquel cas m(x) < 1/2 < 1).t

Ecrit autrement: 1-m(gt<m(x) ou m(x) <t<1-m(x)

Dans le premier cas : ||x|| =1 - m&d) dans le second cas : |[x|| = m(x) Bdns les deux cas : [k(i.
Si [|x|] > talors E(x +1t) - E(x - t) peutvaloir 0 ou 2

Si EX+t)-E(X) =E(X)- E(x-t)=Glors: mx)<1-t et m(®t, donc: mXx[t, 1 -t

Si E(x +1t) - E(x) = E(X) - E(x - t) =,Jalors : m(x 1 -t et m(x) <tce qui n'est pas possible.
Donc: [|X]|>te m(X)O[t,1-tf « E(x+t)-E(x-t)=0

9) Soit n l'entier relatif le plus proche de exprimer n a l'aide de,xn(x), ||x|]| et la partie entierde plus
simplement possib)e

Si m(x) < 1/2 l'entier le plus proche de x est E(x) ; engix) = 1/2, c'est E(x) + 1Dans le premier cas on a
[IX]| = m(x) et dans le second cas ||x|| = 1 - mixhoter que dans le premier cas 2.m(x) < Ix si 1/2. Dong,

si x# 1/2 alors m(x) + [|x|]| <1 dans le premier dasrgx) + ||X|]| = 1 dans le second cas. En aduglitiat
E(X): E(X) + m(X) + |[X]| = x + |[X]| < E(X) + 1 ndde premier cas et x + ||x|| = E(x) + 1 darset®nd cas.

Finalement: n = E(x + [|X||e qui reste vrai si m(x) = 1/2 car on trou\emtier suivant qui est a méme
distance de x que X - 1/2 roter que ce résultat respecte la loi des areocati on arrondit 0,5 &).1

10) Montrer que la fonction @t [|x||) est paire, bornée et 1-périodique, et que fout réel vy :

HIXI] - IVl [x - yb et [Ix + vl [IX]] + [ly]]

Si xOZ, alors: m(x) =0 donc ||x|]|=]]-X|]|]=0

Si xOZ, alors : m(-x) =1 -m(x) donc inf{m(x)L - m(x)} = inf{m(-x), 1 - m(-x)}, a savoir ||-x|| = ||x||
Il s'en suit que cette fonction est paire.



0sm(x)<1 donc 0<1-m(g1; parsuite: & ||x]||< 1, cette fonction est bornée. On peut méme affiner
pour répondre a une question ultérieure car I''ndgeix au moins entre m(x) et 1 - m(x) estriat& a 1/2
donc : [|x]@ [0, 1/2].

X=EX)+m(X)= x+1=EX)+m(x)+1;mais x+1=EX+1mx+1)=EX) +1+m(x+1)llsen
suit que: m(x + 1) = m(x)donc 1-m(x) =1-m(x + et alors: [|x + 1|| = ||x|Fette fonction est 1-
périodique.

Soit yOR ; comme & ||x||< 1/2 et -1/X -|ly||< 0, alors : -1/X [|X]| - |lyl€ 1/2,d'ou : |[X|] - Iyl 1/2. Par
suite, si [x - yk 1/2, l'inégalité est vérifiée ; on se place donc daras ot : x - 1/2 <y <x + 1/ n'y a donc
que trois possibilités : E(y) = E(x) - 1 ou E(X) oxEf 1. Mais comme y - 1/2 < x <y + 1/2 premier et le
troisieme cas sont parfaitement symétriques enmngetzat les réles des variables.

Si E(y) = E(x) alors : |x - y| = |m(x) - m(y)| = |(1 - m(X){X - m(y))| ; donc s'ils ont en plus le méme ener
plus proche, il y a égalité : |x - y| BX|| - |lyll Par contre, s'il I'un est plus proche de I'entiédrieur E(x) et
l'autre plus proche de I'entier supérieur E(x):#par symétrie du rdle des variables, on peut ssgapqu'on a :
[IX]] = m(x) et [ly]] =1 - m@9e quiimplique que x <y et m(X)1/2< m(y). Alors :

HIXIF- Iyl = m(x) + m(y) - 2d'ou : |x - y| -[IX]] - [lyll= (M(y) - m(x)) - (M(x) + m(y) - 1) =1 -2.m(x)0, ce
qui prouve la propriété.

Si E(y) =E(X) + lalors: E(y) - /AX<E(y)Sy<E(y)+1/2Ills'ensuitque: ||X|]]=1-m(x) et ||yihG),
avec m(yx 1/2< m(x). Alors :

HIXI] - [lyll= m(x) + m(y) - 2otz [x - y| -[IX|[ - llyll= (M(x) - m(y)) - (M(x) + m(y) - 1) =1 -2.m(BO, ce
qui prouve la propriété.

Il reste a étudier la derniére inégalité ; le péold se décompose en trois cas possibles :

m(x) < m(y) < 1/2 (qui par symétrie répond aussi a: méyin(x)< 1/2), M(X)< 1/2< m(y) (qui par symétrie répond aussi a :
m(y) < 1/2s m(x)), 1/2< m(x)< m(y) (qui par symétrie répond aussi a : &/en(y) < m(x)).

Dans le premier cas : [|x +y|| = |[[m(x) + mEy)HH{mM(x) + m(y), 1 - m(x) - m)} [IX|[ + [lyll = m(x) + m(y) ; il
est donc clair que ||x + F|l|x|| + [|Y|] cér inf{a, b} < a).

Dans le second cas : ||x|| + [ly]| = m(x) + 1y méndis que : |[|x +y]| = ||m(X) + m(y)flais m(m(x) + m(y))
vaut soit m(x) + m(ye 1/2, soit m(x) + m(y) - K 1/2, donc [|x +y||=1- m(x) - m(y) ou m(x) + meyL. Il
s'en suit que : |[x|| + |yl - ||x + y|| = 2.mgx) 2.(1 - m(y)) positif dans les deux cas, ce qui prouve la pétdar
Dans le troisieme cas : ||x +y|| = [[m(x) + m&)hf{m(x) + m(y) - 1, 2 - m(x) - m(y)} tandis que par ailleurs :
[IXI| + Iyl = 1 - m(x) + 1 - m(y) ; il est donaicque ||x + yh [||x|| + [|y]| cér inf{a, b} <b).

10 bis) Question réservée aux 5/2Donner le développement en série de Fourier |d|, et étudier sa

convergence. En déduire la valeur dEl:L/nZ.
n=

La période étant ,Jon se place dans ]-1/2/2]. La fonction étant paire, alors, 0. En outre, on peut calculer
les coefficients @en se limitant & [01/2], ou ||x]| = XAinsi :

1/2 1/2
& = Zfo t.dt = 1/4 pour nz1: g = 4.]0 t.cos(@mt)dt = ... = ((-1J - 1)/n72. Donc a, = 0, et d'aprés le

théoreme de Dirichlet, compte tenu du fait quel/3|} = ||1/2]] = 1/2la fonction est continue sulR, elle
converge donc toujours vers sa série de Fourier :
2 2 cos(2y2n + 1)x)

1
MR

21 hd 1
Pour x=0: Z =5 etalor 2XS=2

< ¢ 1 ®
o(2n+1)Z 8, Ze= Zen+ 1 g )2— 87, Z d'oul finalement : Z =6

n21

11) Montrer que : 2| |sinx)| < x|}
Premiére remarque : |sid)| = [sinfE(x) + m(x)))| = |simtm(x))| = |sintt- tm(x))| = |sint(1 - m(x)))} d'ou :
[sinfx)| = |singd[x|[)] Donc, du fait que pour tout X positif : sin(X)X, alors : |sirfx)| = [sinfd|x]||)I< ||}

Il ne reste plus qu'a montrer l'autre inégalité pesant t = |||l faut montrer que f(t) = simf) - 2t=0 quand
t varie dans [01/2]. Soit: f(t) =tcosft) - 2 et f'(t) = -T@.sin(t) < 0. Par suite, f est décroissante, d'abord



positive gar f(0) =m- 2), puis négativechr f(1/2) =-9 ; f est donc croissante puis décroissante adntetes
minima aux extrémités : f(0) = f(1/2) = Gonclusion : f(tk O, ce qui prouve la propriété.

12) En déduire que, pour ¥R : [E#™ - ™| < 2g|x - y|| et, pour N et xO Z : 12, Tl +y)| sﬁi

"™ - ™| =+[(cos(a) - cos(@y))? + (sin(2x) - sin(21))? =/2(1 - cos(zt(x -y))) = 2Jsinfi(x - y))| < 2m|x - y|

Y NP L UL R - il sin((n + 1)), 1 1
Comme X122 Lgoezn(k Y)I_pznyl'lgoezml_goezml_l ™1 |_ sin(mx) I_IS|n(l'l><)|‘2||X||

11) Soit allN, b0 Ja, +eo[, f:[a, b] - C, et gl CY(a, b]). On note Xt) = {g‘) 2: 2—>t(m[a bi).

E(b) E®)
1) Montrer que :Z 1n(t).f(n) = gaf(n).

E(b) E(b) E(t)

2 1,(1).f(n) = z LA + 2 1040 = 2 {0).

2) Pour i [a, b], montrer que ;[Zln(t).g‘(t)dt =g(b) - g(n)

1,000 =T 1000 0, 1090t =/ gt = gb) - o)

b E(t)

3) En déduire que Z f(n)g(n) = &Z f(n)).g(b) - (Z f(n)).g'(H)dt

E(b) b E(b)

2 f(n)).g(b) - zf(n)g(n)‘Zf(n)(g(b) g(n) = Zf(n) (f 1,(t).g'(H)dt) I(Z 1,(0)-f(n)g'(dt =

b E(t)

:g:f(n)).g(b) Z f(n)g(n) =J (Z f(n)).g'(t)dt, d'ou la propriété.

4) Application : Ecrire la formule précédente paur 1, b=nON’, f(t) =1, g(t) = In(t)
n E(t)

Zln(k) (kz 1).In(n) -], (z 1).In'()dt = In(n')—nln(n){ E(t).In'()dt

Finalement : In(n!) = n.In(n)I—:J-t'u.

5) En déduire que, pour= 2 : 0< In(n!) - n.In(n) + n - 1 <In(n)et pour n grand : In(n!) ~ n.In@)/
De ce qui précéde, comme t- 1 < E({t) on déduit: n.In(n) J‘_lﬁ'_tlﬂt> In(n!) = n.In(n) -Ildt, d'ou :
n.In(n) - (n - 1 - In(n)) > In(n!® n.In(n) - (n - 1) ; finalement :

0<In(n!) - nln(n) + n -1 <In(n)
Quand n assez grand : n.(In(n) - 1 + ¥M(n!) < n.(In(n) - 1 + 1/n + In(n)/n)c'est-a-dire :

n.In(ne)(1 + 1/n.In(né)) < In(n!) < n.In(nB)(1 + 1/n.In(né) + In(n)/n.In(nk)). Donc : Ilmﬁ(?—n% 1, ce qui
prouve I'équivalence entre les deux fonctions.



