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On considere une suite |, de polynémes ddR[X] telle que pour tout AI N (d° étante degrg
d°(L)=n Ly(1) =1 Lp=X.Log+ Nl

1) 1) Donner les polynémesolLLy, L.

- Corrigé : D'apreés la condition d°@)=0 et ly(1) = 1, alors Ly(X) = 1.

LiX)=aX+h Li(l)=a+b=1L(X)=a=1donc: L(X)=X.

LX) =aXt+bX+¢ Lyl)=a+b+c=1LyX)=2aX+b=X+2Xdonc: L(X)=3X2-3.

1 1
2) Soit y =/ Ln().dx; calculer/ _Ln(¥).dx, et en déduire que 1) + Loa(-1) = (1 - N)ur

- Corrigé: J_lL;(x).dx =L(1) - L(-1) =1-L(-1) = J_l(x.L;_l(x) 0.L4(9).dx = [X.Laa()]+ (0 - 1) 4.
(avec: u=xu'=1 v=Lyy-v=Ly). D'oU: 1-1(-1) =1+ Ly4(-1) + (N - D1 = Ly(-1) + Laa(-1) = (1 - n)y.s.

n
3) Soit, pour tout MmN : Ry(X) = %'go (E)Z(X - 1y™(X + 1), Montrer que F1)=1 et P= X.P.;+ n.R..
En déduire que =R,

- Corrigé : Le seul terme non nul de la somme définissayfl) Pest celui pour lequel k 5 donc: R(1) =1

Ensuite : RX) = %(:Zi (1) O¢- D™ 0c+ X - 26 + - 25+ 0+ 1 5

XP09 + 1P = 773, ()0 - 070X + 1 - X - 26+ (- .0¢ B+ (0 1.0¢ + 259
n-1 2 kel
oz, (1) - 2o 1),
etc..

Chacune des deux suites étant entierement déterparéson degré, son premier terme et la récurrgncgt la
primitive de X.Ln1 + n.L,; quivaut 1 pour x =)} les deux suites sont égales; =LP,. (Il faut montrer que d°(f= n).

4) En déduire que, pour touthN : L.(-1) = (-1)'; et pour tout riJ N : w=0.

- Corrigé: Le seul terme non nul de la somme définissafft1P est celui pour lequel k = Gce(n'est pas parce
gu'on connaitrait la valeur deo,(mui n'existe pas, mais parce qu'il s'agit du aecunstar)t, donc,OnON:

Lo(-1) = R(-1) = (-1].
Alors, sin=2: Ly(-1) + Ly4(-1) = (1 - n)y.1 = 0, doncu,.; = 0, et ainsi, pour touh=1: y,=0.

[I) 1) Montrer que | ala méme parité que m,(x) = (-1)".L.(X)).

- Corrigé: Ly(-X) = %éo (Q)z(-x S )X+ 1) = %éo (E)Z(-l)”'k(x + M- 16 = (LX) (en

faisant le changement d'indice k'=n)s k

2) Montrer que (k). €stune base dB[X]. En déduire que R est combinaison linéaire de ofllls, ..., Lop)
et X! est combinaison linéaire de 1(ILs, ..., Lonsy).

- Corrigé: Comme d°(k) = n c'est immédiatement une base. Les ensemblepayndmes pairs et impairs
sont des sous-espaces supplémentaires dont lesrbapectives sor(Lo, Lo, ..., Lon, ...) €t (L1, L3, ... Lonsg, -.2)



ce qui implique bien que, pour respecter les deg)é% est combinaison linéaire de la premiére famitleX A

de la seconde famille citées dans I'énoncé.

1
3) Soit f une fonction continue sur [-1] telle que, pour tout N : Ian(x)f(x).dx = 0. Montrer que, pour
1
tout NON : lezn”f(x).dx =0.

- Corrigé : C'est immédiat en remplacant™® par sa combinaison linéaire dans,, (Ls, ..., Lon+s)-

4) Soit K, la primitive de |, qui s'annule en 0 ; montrer que, pour toit N : Fi.(-1) = K(1). Montrer que
F. est de parité inverse g et en déduire que,f-1) = B(1) =0

1
- Corrigé : Ian(x).dx = F(1) - F(-1) = 0. La primitive qui s'annule en 0 d'un polyndmé pat impaire et la

primitive d'un polynéme impair est toujours paitesuffit pour s'en convaincre de considérer lesémes un
par un. Par suite ,Fest de parité inverse &, ldonc de parité inverse a n

Il s'en suit que J estimpair, on a donc,ff-1) = Br(1) et ky(-1) = -Fy(1), d'ot : By(-1) = Ry(1) =0

n n 1
5) On note bq(X) = ZO ak_xz"; montrer que :.go%il = 0. En notant : @:Jlf(x).dx, montrer par récurrence

que : I xz“f(x) dx—2ra]°+1

n
-Corrlge Il saglt en fait de f(l) = 2&1 0. La proprlete suivante est vraie au rang 0 ebag 1 car

Ilf(x).dx =g, et lez.f(x)dx :2.1 1(§x2 - Df(x).dx + %.f f00.dx = %.I  L209f(x).cx + 1a :%.
On la suppose vraie jusqu'au rang ne'ést-a-dire que, pour MmN

1 1 n1 1 n-1 1 1
0=/ La)f(x).dx=l 2 QX F(x).dx +] L 0).dx = 2 a] x2k.f(x).dx +an] xH().dx =

0=a. Z 2k+1 +a, f inf(X) dx = 2n+1+ On _[ inf(X) dx (d'apres la propriété précédent®ar suite, commex, z 0,

on a bien I x2“f(x) dx = 2ﬁ°+1

1 N 2k+1 2k+1
6) En déduire que f_l kgo('l)k'% f(x)dx = 0, et : I Z (-1) i@;_f(x)dx _k Z (- 1)k%2_1|2T)!'

NTT k=0

- Corrigé : On entre le signe intégrale dans la premierensemt le résultat est immédiat. Ce n'est pas beauco
plus difficile pour la seconde somme :

2k 2k+1
(1) (ZK),I X2 f(x)dx = Z(l)ku)—&k)! S = nnkzo(l)k(2k+l)!.

7) On admet que ces deux dernieres égalités regtaas quand N +oo ; que reconnait-on ?

- Corrigé: J Z ( l)kg(z—k%(),1 f(x)dx :Il sin(mx).f(x)dx = Q.

I Z(l) (2k)| f(x)dx I _Cos(mx).f(x)dx = ... = 0

-1 k=0

8) En déduire que les seules fonctions f convesabléveloppables en séries de Fourier sont lesidoac
constantes.

- Corrigé : Le seul coefficient de Fourier non nul est lenpier, ce qui répond a la question.



