TSI2/ DM 2-2008-2009.

On note E =/l,(R), | la matrice identité de ,Rinsi que les trois matrices suivantes :

0-1 00-10 00 0-1
— — _|/00-10
- 000

On définit aussi l'applicatiorp sur B: @A, B) = AB - BA. (Crochet de Li}.
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1) Montrer que@ est une application bilinéaire antisymétrique.

2) Montrer que pour tout triplet de matrices, @ C) de E (identité de Jacobi:

o(@(A, B), C) +@(@(B, C), A) + @@(C, A), B) =0

3) a) Etant donnée une matrice A de €E connaissant un vecteur propre u de A, #&soa valeur propre,
et un vecteur propre v dé, associé a la valeur propge en déduire une matrice M de E et un réekls t
que : @A, M) = k.M.

b) Application: Donner les éléments propres de I'applicatiodefQ(E), définie par :
0100
f(M) = @A, M), avec A{é 0 82]
00-10

4) a) Soit F = Vect(JK, L) ; montrer que les éléments de F sont desiceatantisymétriques.
b) Etant données deux matrices A et B quelcondeeE calculer ¢(A, B).
c) Montrer qu'il existe un isomorphismg de F dansR3, et que Y(@A, B)) = 2(A)P(B). (Produit vectoriel

usue).
5) Calculer les produits JKIL, KJ, KL, LJ, LK, F, K2, L2

6) Soit G = Vect(lJ K, L) ; a) montrer que, si A et B sont dans ik&n est de méme de leur produit AB
b) Montrer que toute matrice non nulle A de G iegersible et donner son inverse.

c) Résoudre M= -1 dans G(G est l'ensemble des quaternjpns

7) Soit une matrice A de G définie par: Al=tx.J +y.K +z.L On note Astl-xJ-yK-zlet |Al le
réel positif, s'il existe, tel que : AA|AR.I.

a) Etant données deux matrices A et B dem@Gntrer que : |AB| = |A].|B]

b) En déduire que si deux entiers naturels m esont sommes de quatre carrés d'entiers naturels, st de

méme de leur produit mirfCette propriété est une étape importante servdétriontrer que tout entier naturel est somme deejuat
carréy.

¢) Calculer |A] pour A =cos(a).l + sin(a)(cosb} sin(b)(cos(c).K + sin(c).L))

8) On consideére I'espace euclidi®i et I'application¥, de G dans/(4(R), définie par :

1-2y2-2z72 2xy -2zt 2xz + 2yt
Wtl+xJ+y.K+zL)3 2xy+2zt 1-2x2-272 2yz - 2xt |,
2xXz - 2yt 2yz + 2xt 1-2x2- 2y

X y Xz
a) Soit A=tl+xJ+y.K+zL telleque |AlE M=%Y(A), u :()j % :(-Xj et w =( yz j ; montrer que
0 -X2 - y2
(u, v, w) est une famille orthogonale, puis calculeruM\.v et M.w en fonction de ,w et w
b) Calculer de(A)) et montrer que les colonnes 8¢A) forment une base orthonormale.

¢) Question réservée aux 5/Zn déduire queW(A) est la matrice d'une rotation et, en notart dos(a)
montrer que l'angle de la rotation est #ason axe Vect(u)



