TSI2 / DM2-2008-2009 / corrige.

On note E =/l,(R), | la matrice identité de ,Rinsi que les trois matrices suivantes :

0-100 00-10 00 0-1
1000 _ ~_|00-10
‘]_0001 K= ’L_0100'

0010 - 1000

a

On définit aussi l'applicatiorp sur E: @A, B) = AB - BA. (Crochet de Li}.

oo
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o oo
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1) Montrer que@ est une application bilinéaire antisymétrique.
- Corrigé : Evident, il suffit d'écrire les égalités.

2) Montrer que pour tout triplet de matrices, @ C) de E (identité de Jacobi:

®@A, B), C) +@(@(B, C), A) + ®@C, A), B) = 0,
- Corrigé: (AB - BA)C - C(AB - BA) + (BC - CB)A- A(BC - ®) + (CA - AC)B-B(CA-AC)=...=0

3) a) Etant donnée une matrice A de €E connaissant un vecteur propre u de A, #soda valeur propre,
et un vecteur propre v da, associé a la valeur propie, en déduire une matrice M de E etun réekelk t
que : @A, M) =

- Corrigé: Au=Au et 'Av = pv, ou encore'vA = v, donc : Alv - UvA = (A - p)u'v. Conclusion: M =y
et k =\ - . Il reste a justifier que M est bien dans E

b) Application: Donner les éléments propres de I'applicatiodefQ(E), définie par :

0100
f(M) = (A, M), avec A {é 0 2}
0 -1 0

- Corrigé : Les éléments propres de A sont, en notaniaG-eme colonne : ;u= C;, + C,, associé a la valeur
propre 1; w=C, - G, associé a la valeur propre -13=uC; + C,, associé a la valeur propre -1;=uC; - Cy,
associé a la valeur propre Les éléments propres de f sont donc :

0011 000 0000 00
¢ _loo-1-1] ¢ _|loooo| ¢ _loooo|l  _|ooO
UWUs=|g g ool WUZ|1.1 00 BBT|go 1 1| WhT| 1 1

0000 1100 00 -1

o oo

1-10 0171 00O 0000

_ _ _ _ t 1-100 011 t 00O t, _|0 00O
)\12—)\13—)\42—)\43—21U1U2—0000 000,U4U2— _100,U4U3—0011
0000 00O -1100 00-1

1100 00 1-1 0000O0 000O

. -1-100 t, -|00-11 t {0000 t. {0000

)\21—)\24—)\31—)\34—'2.L&U1— 00001“2“4‘00001”3“1_11001U3u4_0011
00O00O 00O00O 100 001

4) a) Soit F = Vect(JK, L) ; montrer que les éléments de F sont desiceatantisymétriques.
- Corrigé: t(x.J +y.K+zl)= XJ + ny +zL=xJ- y.K-z.L=-(xJ+y.K+ zl)ce qui prouve l'assertion.

b) Etant données deux matrices A et B quelcondaek calculer g(A, B).
- Corrigé: @x.J+y.K+zLx.J+y.K+ZzZ.L)=2(yz -zy).Jd + (zXx' - x®)+ (xy' - yx').L).



c) Montrer qu'il existe un isomorphismg de F dansR?, et que (@A, B)) = 2p(A)OP(B). (Produit vectoriel

usue).

X yz'-zy
- Corrigé: Y:x.J+y.K+zl— (}j et on a bien Y(p(x.J +y.K+z.L x.J+y.K+Zz'L)) = &X' - XZ). (Tout
y' - yx:
ceci étant & justifier convenablempnt

5) Calculer les produits JKIL, KJ, KL, LJ, LK, JKL, P, K?, L2
-Corrigé: JK=-KJ=L; KL=-LK=J; LJ=-JL=K; JKEI; F=K2=12=-|,

6) Soit G =Vect(lJ K, L) ; a) montrer que, si A et B sont dans ik&n est de méme de leur produit AB
-Corrigé: (t.1+xJ+yK+zD)tIl+x.J+y.K+2z'.L)=
(tt' - xx" - yy' - zz").l + (X' + xt' + yz' - ZyJ + (ty' + yt' + zX' - x2').K + (tz' + zt' + xy'yx).L.

b) Montrer que toute matrice non nulle A de G iegersible et donner son inverse.

- Corrigé : On peut résoudre un systéeme a partir du résuiéatedent, en remarquant que si A est non rillle,
en est de méme de 2 + x? + y2 + Ifhais il est plus rapide d'anticiper sur la quessuivante en repensant aux
1 A

— N A |

complexes : AA= |AR.l, signifie que : | = AP d'ou: :W'
1 t -X -y -Z

tI+xJ+y.K+zl _t2+x2+y2+22| +t2+x2+y2+22‘] +t2+X2+y2+ZQK+t2+X2+y2+ZQL-

c) Résoudre M= -1 dans G(G est l'ensemble des quaternjpns

-Corrigé: (2-x2-y2-27?).|+ 2tx.J + 2ty.K + 2tz.L 4, donc: t=0Q x2+ y2 + z2 = 1 Les solutions sont
donnés par les points de la sphére unit®Rde t=Q x = cos@)sin@), y = sin@)sin(@®), z = cosp).

7) Soit une matrice A de G définie par: Al=tx.J + y.K + z.L On note Astl-xJ- y.K-zlet |Al le
réel positif, s'il existe, tel que : AA |AR.I.

a) Etant données deux matrices A et B dem@ntrer que : |AB| = |A|.|B|

- Corrigé : Aprés quelques calculs, on arrive effectivengeldgalité souhaitée, au carré :

(tt' - XX -yy' - zzF+ (X' + xt' + yz' - zyJ + (ty' + yt' + zx' - xz9+ (1z' + zt' + xy' - yx§=

(2+ X2+ y2 + 22)(12 + X2 + y'2 + 22)

Mais il est plus rapide d'écrire : ABB = (JA|.|B|%.I = AB.AB = |ABE.| car les matrices de G commutent, d'otl
le résultat.

b) En déduire que si deux entiers naturels m esont sommes de quatre carrés d'entiers naturels,est de
méme de leur produit mirfCette propriété est une étape importante servdétriontrer que tout entier naturel est somme deeuat
carréy.

- Corrigé : C'est exactement I'égalité précédente pour th#=x2 + y2 + z2et n = t2 + X2 + y'2 + 72

¢) Calculer |A] pour A =cos(a).l + sin(a)(cosb} sin(b)(cos(c).K + sin(c).L))
- Corrigé: cos?(a) + sin(a)(cos?(b) + sin?(b)(cos?(c)nk(s))) = ... =1

8) On consideére l'applicatiod’, de G dans#(5(R), définie par :

Wl +xJ+y.K+zL)g 2xy+2zt 1-2x2-2z2 2yz - 2xt

1-2y?2-272 2xy -2zt 2xz + 2yt)
2XZ -2yt 2yz +2xt 1 - 2x2-2y; .

X y Xz
Soit A=tl+xJ+yK+zL telleque |Als M =YA), u :@, % :(- j et w :( yz ) ; montrer que
0 -X? - y2

(u, v, w) est une famille orthogonale, puis calculeruM\.v et M.w en fonction de ,w et w
- Corrigé : On vérifie aisément que la famille (u, v, @3t orthogonale.
Mu=u; Mv=(28-1).v+2tw; Mw =2t(t3).v + (2t2- 1).w



b) Calculer de(A)) et montrer que les colonnes 8§A) forment une base orthonormale.
- Corrigé : Apres un long calcul déi(A)) =1 et on a bien une base orthonormale.

¢) Question réservée aux 5/En déduire queW(A) est la matrice d'une rotation et, en notant ¢os(a)
montrer que l'angle de la rotation est #2ason axe Vect(u)

- Corrigé: C'en est une par définition. En outre, en éctivam.v/||v|| = cos]).v/||v|| + sing).w/[|w]||, on a
cosP) =2t2- 1 et sirf]) = 2ta /1 -2

Alors, si t = cos(g)on obtient : co$) = cos(2a) et sifj = £sin(2a) d'ol 8 = +2a Et comme u est invariant
et non nul, il dirige l'axe de la rotation.



