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- Définitions: Le déterminant d'une matrice triangulaire estl @y produit des termes de sa
diagonale. En dimension finie, le déterminant ddmaomorphisme est le déterminant de sa
matrice dans toute base ; il conviendra donc icirdever une base dans laquelle la matrice
est triangulaire.

On considére E R[X], muni de sa base canonique B 3 Xl ..., X"....), 'ensemble des
polyndmes de degré inférieur ou égal a l'entieunght n est noté = Ry [X], et GL(E)
désigne I'ensemble des automorphismes de san droupe linéaije Enfin, on note S
I'ensemble des élémengsde GL(E) tels que pour tout entier nature] ¢ est stable sur E

Etant donné un élémemg de S, on note@, sa restriction & £ Enfin, on noted, la limite

lorsqu'elle existe . lindet(@.) = Ay qui, lorsqu'il existe, est un élément &&{- o, +eo}. On

note G I'ensemble*des éléments de S tels qued, = 0, G; I'ensemble des éléments
de S telsquéyyR, G lI'ensemble des elémengsde S tels qué\, = +.

1) Montrer qu'une homothétie de rapport k non etustrictement supérieur a -1 est un
elément de Set déterminer en fonction des valeurs de khéesothéties de & Gy, G,.
2) a) Montrer que si@ est un élément de, Slors @X") est un polynéme de degré n

b) On note a, le coefficient dominant dep(X") ; montrer que sig est un élément de ,S
alors : 8= [1 an.

¢) Montrer que si@ [ G1[1G,, alors tous lesx,, sont strictement positifs a partir d'un certain
rang.
3) a) Montrer que sip et Y sont des éléments deyl@51, alors Agy = ApAy.

b) Méme question dans 1GG,. Montrer qu'il existe des contre exemples dangl@& (en
donner ui.

c) Montrer que G, G; et & sont chacun d'entre eux stables par compositiGa]G;[1G,
est-il stable par composition ?

d) Montrer que @ est un groupe muni de la composition.

€) Montrer que les inverses des éléments de sGnt dans & Donner un élément de (G
dont l'inverse n'est pas dang[(&;1G,.

4) Etant donné (ab) O R? on note @, l'application qui & un polyndme P associe @ t
que, @ iP) = Q ot Q(X) = P(aX +h)

a) Montrer que@,, est un élément de ;Qu'en est-il dep; o ?

b) Déterminer les réels a tels qye, est un élément de (GG;00G,.



c) Dans le cas ou@,p est un élément de (GG,0G,, déterminer en fonction de a les
eléments de £ G, G,.

d) En notant f I'homothétie de rapport k non nul, détermimar éléments de (GG;0G,
de la forme k@, €n donnant plus précisément ceux dg G, G,.

€) Soit p la projection sur Vegqi(;(X?)) parallelement a Vea{ (1), @.1(X), @.1(X3),
@11(X"), @11(X"), ..). Calculer p(X)

5) On définit les endomorphismes suivants deavec A [ ]\/E, +oo[ et q=1 - 1/InX), pour
tout entier naturel n: (X" = X", et Pa(X") = DX, Soit A O Re, +o
guelconque.

a) Montrer que, et Y., sont bijectives.

b) Calculer Ay, et Ay, en fonction de A ; a quels ensembles définis précedemment
appartiennentp, et Q. ?

¢) Soit pu O ]\/Ta, +oo[ ; montrer que :
AlIJ)\ollJu = ALIJ)\.ALIJH, AlIJ_)\ollJu = AqJ_)\.Aun, AlIJ)\ollJ_u = AqJ)\.ALIJ_u, AlIJ_)\ollJ_u = AqJ_)\.AqJ_u.
d) Donner un élémenp de G tel quel, :\/E.

6) Soit @ I'endomorphisme tel que pour tout entier naturel
(X7 = .. X1 + X) +ed™).X*(1 - X)),
o(X*™Y = 3.9 X2(1 + X) -9 X*(1 - X)), ou qO ]-1, 1[.
a) Soit @,= X*"(1 + X) et @n1=X""(1 - X) ; montrer que B' =, estune base de.E
b) Calculer @(e2r) et @(exn+1) ; en déduire que = Vect(e, €e,..., 6,) est stable pan.
c) Soit @, la restriction dep a F ; calculer detg,).
d) En déduire qu'il est possible de détermidgr= lim det(g,).

7) Soit @ I'endomorphisme tel que pour tout entier naturel
([(in) — x2n+2, (p(X2n+3) — x2n+1’ ([(X) =1
a) Montrer que@ est bijective.

b) Montrer que @ n'admet pas de polynbme propkecteur proprg méme a coefficients
complexes.



