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- Définitions: Le déterminant d'une matrice triangulaire estl égaproduit des termes de sa diagonale. En
dimension finie, le déterminant d'un endomorphisesé le déterminant de sa matrice dans toute base ;
conviendra donc ici de trouver une base dans l&glaematrice est triangulaire.

On considére E R[X], muni de sa base canonique B =X ..., X",...), E, =R, [X] = Vect((1, X, ..., X")
'ensemble des polynébmes de degré inférieur ou agééntier naturel n et GL(E) I'ensemble des
automorphismes de Esof groupe linéaide Enfin, on note S I'ensemble des élémaptde GL(E) tels que pour
tout entier naturel ,ng est stable sur E

Etant donné un élémemg de $, on noteq, sa restriction & [EEnfin, on noteA, la limite lorsqu'elle existe :
rI]im det@) = A, qui, lorsqu'il existe, est un élément J{- w0, +00}. On note G I'ensemble des éléments
de S tels quel,=0, G, I'ensemble des éléemengs de S tels quel, O R, G, I'ensemble des élémengs
de S tels quel, = o,

1) Montrer qu'une homothétie de rapport k non etustrictement supérieur a -1 est un élémentSjest
déterminer en fonction des valeurs de k les hbéi@s de G G;, G,.

- Corrigé : Comme X+ k.X", detfp) = K™ En notant h I'homothétie de rapport k >-&i kO ]-1, 1[\{0}
alors Ahk =0 donc phOGy;si k=1 alorsAhl =1 donc hOG;;etsi k>1 alorsAhk =40 et h OG,.

2) a) Montrer que si@ est un élément de, Slors @X") est un polynéme de degré n
b) On notea, le coefficient dominant dg(X") ; montrer que sip est un élément de, Slors D= r!flocn(n.
¢) Montrer que sip 0 G,00G,, alors tous lesx,, sont strictement positifs a partir d'un certang.

- Corrigé: a) Soit @ 0 S ; alors, pour tout ,nd°@X") < n car ¢ est stable sulR,[X]. Mais comme@ est
bijective, alors c()(X”))nDN est une base de E ; on démontre la fin par réccer:

@(1) estune base dB, donc ¢(1)# 0 ; alors: d¢(1)) =0
On suppose que pour tout<h : d°@p(Xk)) =k
Aurang n+1: dgX""))<n+1 et @XY),_,. ., estune base dBn.[X].

Comme X s'exprime dans cette base, ce n'est possiblg'ijyea un polynéme de degré n + 1 dans
la base, ce qui ne peut se faire que skp(a{"rl)) =n + 1, les autres éléments de la base étant tous de
degrés strictement inférieurs.

On a bien démontré que pour tout entier natureldfi@X")) = n.

n
b) On montre par récurrence que QgtE kl:louk :
Il est évident que deff) = detfig) = do.
n
On suppose que deff = detfro, 01X, ..., a,X") = kDOO(k-

Aurang n+1: deff.;) = detg(1), @(X), ... @X"), X ") =
det@o, aiX, ... X", UpeX™ + P(X)) U d°(P) =) =
det@o, 01X, ..o 0pX", OneiX™) + detfro, aiX, ... X", P(X)) =
n+1

det@o, 01X, ..o 0pX", OperX™ ) = kljoak.
n
On a ainsi montré que def) = kljoak pour tout n

- Autre démonstration En utilisant la matrice dey, qui est triangulaire dans la base X1 ..., X").



Si la limite limdet(@,) = A, existe, ce qui est attesté par I'appartenance de S alors le produit admet aussi

une limite donc :Ay = I'Ioan.
n=

¢) S'il y a une infinité dea, strictement négatifs, alors il est impossibledd&erminer le signe du produit ; la
n

suite gjoak)nDIN change de signe une infinité de fois et n‘admastge limite. Il n'y en a donc qu'un nombre
fini ; ce qui implique qu'apres le dernier négabis les suivants sont strictement positifs.

3) a) Montrer que si@p et Y sont des éléments dey[B5;, alors Agy = Apdy.

b) Méme question dans ;GG,. Montrer qu'il existe des contre exemples dag8l& (en donner uh

¢) Montrer que @, G; et G sont chacun d'entre eux stables par compositi®@G;[1G, est-il stable par
composition ?

d) Montrer que G est un groupe muni de la composition.

€) Montrer que les inverses des éléments des@t dans g Donner un élément de (Glont l'inverse n'est pas
dans GOG;,0G..

- Corrige:a) @0 GUG; < Ay,OR, idem poury ; on note B, le coefficient dominant dep(X").D'aprés la
question précédente il suffit de connaitre le doieffit dominant deg(X") qui est aussi celui dep(B.X"),

c'est-a-dire celui d8,.@X") qui vaut donca,3,. Il en résulte que Ay, = n|:|Ocz(n[3n = (n|:|0c>(n)(nF=I0 Br) =Dl

b) La démonstration repose sur le fait qu'aucun deguits nljoa" et n[lo B, n'est nul, ce qui évite le probleme

d'une indétermination ®.. Si les deux produits sont finis la démonstratitenla question précédente reste
valide ; il faut donc supposer qu'au moins I'un desx produits est infini, par exemple le prods 3. On
peut en outre supposer que tous tgs et les B¢ sont strictement positifs car la régle des sigrsigespectée.

Alors : g]ljoan)(rDOBn) = +o0 ; il faut montrer qu'il en est de méme rc!i}(a)aan.

- Si nljoa“ 0 ]0, +eo[, alors nZoln(O(n) O R, c'est une série numérique convergente, doncesoretgénéral tend

vers 0: In¢,) - 0 = a,- 1. Donc, a partir d'un certain rarg,3, ~ 3, ce qui prouve qudnjoaan tend bien

Vers o,
00

- Si I'Ioo(r1 = 400, avec le méme raisonnement, a partir d'un cersaig o, = 1, donc a.p, = 3,, ce qui prouve
n=

que n|:|00(n[3n tend toujours vers o

La proposition est donc vraie.

Il faut donner un contre exemple dansG, : Pour (X") =n'Tll.X” alors @ 0 G ; pour (X" = (n +1).X

alors Y 0 G,. Mais le terme dominant deoy(X") est -1 donc Ay nN'existe pas car on ne peut pas faire un
produit infini de -1 et ainsi@y 0 GOG;00G,.

c) D'apres les deux questions précéedente, st P sont dans & alors Agy = Apdy = 0, donc @ O Gy. De
méme, sig et Y sont dans G alors Agy = Apdy O R, donc @Y O G;. Enfin, si @ et ¢ sontdans &
alors Agy = ApAy = +0, donc g O G,. Ces trois ensembles sont stables par composition.

Mais GUOG;0G, n'est pas stable par composition, en prenant@mencontre exemple qu'a la question
précédente.

d) Pour montrer que {Gest un groupe muni de la composition, on montrié st un sous-groupe de GL(E) ; il
faut donc qu'il soit non vide, ce qui est le casilceontient i¢, stable par composition, ce qui a été établi a la
question précédente, et qu'il contienne les ingetigetous ses éléments : D'apres la questanle3coefficient

dominant deg*(X") est 1, donc Ayt = n|:|01/0(n = l/n|:|00(n OR’, donc¢'0G,.
G; est bien un groupe muni de la composition.



) Si U Gy, Ayt = n|:|01/01n = 1/n|:I00(n =0, donc ¢ O Gy.

Pour @(X") :%)-.X” alors @0 G, mais ¢'(X") admet pour coefficient dominant (X", ce n'est donc pas
un élément de EIG.0G,.

4) Etant donné (&) 0 R?, on note @, I'application qui & un polynéme P associe édqtie @, fP) = Q ol
Q(X) = P(aX +b)

a) Montrer que@,,, est un élément de ;Qu'en est-il dep; o ?

b) Déterminer les réels a tels qyg, est un élément de (BG;0G,.

c) Dans le cas ouwp,;, est un élément de (GG,00G,, déterminer en fonction de a les éléments deGG G,.
d) En notant k I'homothétie de rapport k non nul, détermiesréléments de (GG;,0G, de la forme h@,p,
en donnant plus précisément ceux dg &, G,.

e) Soit p la projection sur Vegqi(y(X?) parallélement a Vea( (1), @.1(X), @.1(X3), @ 1(X?), @r.1(X>), ..).
Calculer p(X)

- Corrigé: a) Le coefficient dominant dep, (X") = (X + b}’ est 1; il s'en suit qué, , = 1. C'est bien un
élémentde @

@10 N'est pas dans (GG,0G, car on ne peut pas faire un produit infini de (i€ termes de puissances impgires

b) Le coefficient dominant ne dépend pas de b et vd'; il est donc impossible que sa-1; ainsi:
@0 GG, OG; sietseulementsi a>-1 e# 8 (pour la bijectivity.

c) Si al]-1, 1[\{0}, alors @,, 0 Gy ; si a=1alors @0 G;; et si a> lalors @,,0 G, Cc'est le méme
résultat que pour les homothéties.

d) Le coefficient dominant de 4, (X") est k.4; il faut donc avoir k&> - 1 & partir d'un certain rangest-
a-dire que :
Sia<-1, h<0(pa,b 0 GOG,OG:,.
Si ad]-1, 1[\{0}, OkOR, ho@,p0 Go.
Si a=1on est dans la configuration de la premiére qust
Sia>1 si k<Q ho@y 0 GOG0G,.
si k>Q h(O(pa,bD G,.

e) Il est évident que p(X) X.¢.1(X?) = A.(X + 1F et X - p(X)O Vect@, 1(1), @r.1(X), @1 1(X3), @u1(X?, ...), ol
A estun réel a déterminer.

Donc: AX%2+ (1-2).X-A=0.@ 1(1) +B.@ 1(X) (car les autresp 1(X*) sont de degrés trop éleyés
AXC+HA-2A)X-A=01+BX+1) =« AX+(A+B-DX+A+a+B=0 = A=0,a=-1, =1

Autrement dit: X = -1 + (X + 1) est déja dansc¥(@, (1), @ 1(X), @ (X, @.1(X?, ...), il est donc normal
que p(X) = @.

5) On définit les endomorphismes suivants depdtir A O ]\/_e, +co[, en posant g = 1 - 1/IN), pour tout entier
naturel n (X" =.X", et P,(X") = 9. X" Soit A O We, +oo[ quelconque.

a) Montrer queys, et Y, sont bijectives.

b) Calculer Ay, et Ay, en fonction deh ; a quels ensembles définis precédemment appaetierd, et Y, ?

¢) Soit p O /e, +wof ; montrer que :

Dyop, = Byp-Buy Dypyow, = By Dy Byow, =By By Doy, = By, Dy,
d) Donner un élémenp de G tel queAq,:\/E.
- Corrigé: a) Il est simple de montrer gqu'elles sont inverag®el de 'autre, a savoir, pour tout entier naturel
WroWa(X") = Wapola(X") = X".

b) On détermine d'abord dans quel ensemble est q:



A>ye = I >3 = 0<y<2= 2<pgy<0= -1<g<l
Ainsi : Ay, = T = exp(Z o) =€/D= . De méme Ay, = 1A.
Onadonc gy S, YOS, et g 0 Gy, 4y 0 Gy

) Pour tout entier naturel n :PoW,(X") = €9 *NX" o0 r =1 - 1/ng . Le résultat s'en déduit
immediatement Ay, .y, = Ay, Ay, =AW De méme pour les trois autres.

d) Si a la place dee on met un réel strictement positif a dans fespion dey,(X"), on obtientA, =A@ )
suffit donc, par exemple, de prendie= a =gl pour obtenir le résultat souhaité, a savoir, gout entier
naturel n :@X") = el V2NZ X",

6) Soit @ I'endomorphisme tel que pour tout entier naturel (X" = 3.().X*"(1 + X) + &™) X1 - X)),
@(X*™Y = 3.9 X7(1 + X) - X*(1 - X)), ou qO]-1, 1[.

a) Soit g,=X"(1 + X) et gn1=X"(1 - X) ; montrer que B'= g, estune base de. E

b) Calculer ¢(e;) et @(exn+1) ; en déduire que = Vect(e, &,..., €) est stable pap.

) Soit @, la restriction dep a F ; calculer detf,).

d) En déduire qu'il est possible de détermifgr= nlirg det(@,).

- Corrigé: a) X" = 3.(&n + &nsd), X2 = 3.(&n - &n41) ; la base canonique peut s'exprimer dans Bhatgére

unique, ce qui prouve que B' est aussi une base.

b) @exn) = @) + X" = €., @emned) = @X) - @X*™Y = €9 gypen.

Tous les g sont des vecteurs propres, associés a la vaieprepel®, il en résulte que JFest stable pap.

c) La matrice deq, est diagonale, il en résulte que le déterminantpg est le produit des valeurs propres, a
savoir : e & =exp(1 +q + ... +Y=exp((L - §H/(1 - )
d) Par suite, comme @ J-1, 1[, A, = lim det(@) = gl/ta

d'automorphismes@ ayant un A,: G, = {ogo™, ol ¢ est un automorphisme quelconque fixé @t Gi} , qui est un ensemble
d'automorphismes liés a une base fixe dans lagleelts restrictions en dimensions finies sont tnh_tjtsable}.

). (II est donc possible de trouver des groupes duegder G,

7) Soit @ I'endomorphisme tel que pour tout entier naturel@X" = X*™? @X*™) = X*™, @X) = 1.

a) Montrer que@ est bijective.

b) Montrer qu'il n'existe pas de polynéme propremmaé coefficients complexed.dst donc impossible de trouver une
base dans laquelle cet automorphisme serait dert@efsouhaitée pour pouvoir calculer un objet dua:.;deAq,).

- Corrigé: a) La base (1X, .., X", ...) est transformée en elle-méme de fagon bieguie, c'est donc bien une
bijection. (@ttention, par exemple i telle que :y(1) =W(X) = 1, et pour tout rz 2 : Y(X") = X", transforme aussi cette base en elle-
méme, mais pas de facon bi-univoque car 1 a detécédents possibles, ce n'est pas une bijéction
b) Soit P(X) =g+ aX + ... +aX", ol az0; alors:
si n pair:@P)=a+ aX +aX2+ax®+aX+ .. +a X"+ a.X"? + a.X"+ ax"?
si n impair :@P) = a + aX + aX2+ aX3+ X' + ... + aX" + a.4X
Comme @(P) doit étre de degré, les coefficients de degrés supérieurs doiveptraits. Il est donc impossible
que n soit pair car il faudrait que, =0, ce qui est exclu par hypothese. Donc n estsséoement impair.
Mais c'est tout aussi impossible aglP) ne contient alors pas de terme de degré n

Conclusion : Il n'y a pas de polynéme propre, mameefficients complexes.

2n+1

-Remarque En considérantg tel que @X*) = (n + 1)X", @X*™ = X*"2(n + 1), et ¢ tel que
WX = 22X (n + 1), WXy = (n + 1)X™; alors @ est un élément de (Goui est linverse d'un élément de
G,, Y est un élément de ,Get la composée n'est pas dang1G,[1G,. On ne peut donc pas construire un
sous-groupe de E3G,0G, contenant &



