TSI2 / DM3-2008-2009 / corrige.

E est I'espace euclidieR® muni de sa base canonique orthonormale B e{ee;) ; F est I'espace euclidien
R? muni de sa base canonique orthonormale G,=n

Soit a, b, ca, B, 0 des réels donnés,#zd), bz 0, c#£0, a0 (modT), B# 0 (modT), a + % 0 (modTi).

. ol ab.cosq) ac.cosf) a.cosf) b.cosp +a) c.cosp -p)
Onnote: M {Ztéggzg)) bc.cot;q .p) bc. cos@ +B)j et: A= (a sin@) b.sin@+a) c.sin@-p) /"

Soit les complexes :1z a2.sinf) + b2sin@ + B).€* = X; +iY, et: 2z = a2sin@) + c2.sinf + B).e® = X, +iY,,

a.sin@) a.sinf) 1
et les vecteurs dé& : Lh:(b.sin@ +B)), et: u:( 0 ) W :m'(ulﬂuz), ainsi que les vecteurs de F:
0 c.sin@ + )

Wl:((sxi)ns(g)) et: w: (f;;‘g))) On note enfin : P = Vectuw,), et D = (y, k) la base de .P

1
1) a) Soit u,:@ : montrer que : det(M) =, @t : |a + & + ce™P = 'ugMup.

b) Montrer que : B' = (U W, Wg) est une base de, Bt C'= (w, W) une base de.F

- Corrigé: a) Par calcul direct det(M) = a2b2c2(1 + 2.agspsB)cos@ + B) - cos2fr) - cos?B) - cos2f + B)) =
azb2c2(1 + 2.cos()cosB)(cos@)cosP) - sin@)sin(B)) - cos2(t) - cos2P) - (cose)cosP) - sin@)sin(B))?) =

azb2c2(1 + 2.cos8()cos?) - coszfr) - cos?f) - coszfi)cos?PB) - sinz@)sinz(@)) =

azb2c?(1 + cos()cos?) - cos2fr) - cos?p) - (1 - cos@))(1 - cosFP))) = 0.

|a + be® + celPP = ... = a2 + b2 + ¢2 + 2ab.cog(+ 2ac.coff) + 2bc.cosf + B). C'est la somme de tous les

1
termes de la matrice M ; poub:&), |a + bee + ce™®P = 'ugMu.

b) Du seul fait que 41 n'est pas nul, ;uet 4 ne sont pas colinéaires, e leur est orthogonal B' est donc
une base de E. Quanta C': detfw) = 1, c'est donc bien une base de F

2) Soit f I'endomorphisme de E de matrice &) Montrer que u est un vecteur directeur du noyau Ker(f)

- Corrigé: Il faut résoudre M.u = sachant que les trois équations obtenues sadilement dépendantes
grace a la question précédente. On les combine aloec: cosf).L; - L, et cosfl).L, - L;, en simplifiant par
sin@) : {b.sin(@)y = c.sin3)z, a.sin{)x =-c.sinf + 3)z}. En posant z = -ab.sm)(: u =

1
sin(@ + )

b) Montrer que : f(y) = (He(z1.69).u, + Re(21.€7).0) (Re désigne la partie rée)le

a.sin3) a3.sin@) + ab2.cogf)sin( + B)
- Corrigé: M.(b.sin@r + B)) = ( azb.cosq)sin(B) + b3.sinft + B) )
0 azc.sinf)cos@) + b2c.sin@ + B)cos@ + )

sin(al+ B)'((az.cosa)sin(B) + b2.sinft + B)).u; + (a2.cosB)sin(B) + b2.cos@ + B)sin@ + B)).u) =

((X1.cos61) + Y1.5in@)).uy + (X1.c0s@) - Y1.5in()). W) = o) ———(Re(z1.€).uy + Re(z,.65). ).

sin(@ + B) sm(a

¢) Exprimer de méme ffu comme combinaison linéaire de at y. En déduire que : Im(f) =.P

a.sinfr) ad.sinf) + ac2.co)sin(@ + B)
- Corrigé : M.( 0 ) (azb.sin(x)cos(x) + bez.sin@ + p)cos@r + B)) =
c.sin@ + ) az2c.sin@t)cos@) + cd.sinf + B)

S (@%.00s6)sin(@) + ¢2.c0s6 + B)sin( + ).ty + (a2 co)sin() + c2.sint + ) ) =



1 _ . 1 . .
sn@ + ) (X2:c080) + Yasin@).uy + (X2.C05P) - YasinB).Le) =W-(gz’ﬁ(zz.erm).ul + Re(2,.65). ).
Avec le théoréme du rang, rg(f) & comme f(P) = P est de dimensioii &'en suit que Im(f) =P

d) Montrer qu'il existe des réeld et p tels que: f(u+ p.uy) = A.(u; + p.Up) ; on ne demande pas de les
calculer. On pourra montrer que le discriminant de det@MI}/(-\) est strictement posi)if

- Corrigé: Si on tente f(u+ p.uy) - A.(up + pLUp) = f(u) + pLf(uy) - A.up - ApLUp, en tirant A de y etenle
remplacant dans ,uon a une équation du second degré dont il saéfiprouver que le discriminant est positif,
mais il est plus simple de raisonner sur le faé qu+ .U, doit étre un vecteur propre associé a la valeaprp
A

det(M -A.)/(-A)= ... =A% - (a2 + b2 + ¢ + a2b2.sin%) + a2c2.sin%) + b2c2.sin?§ + B) ; de discriminant :
A = (a2 + b2 + ¢3- 4(a2b2.sin?f) + a2c2.sinPP) + b2c2.sin% +PB)) = ... =

a + b+ ¢ + 2a2b2.cos(@) + 2a2c2.cos(@) + 2b2c2.cos(@ + 2B) = |a2 + b + c2e2PP d'aprés la premiére
question, donc > 0.

On en déduit I'existence de deux réels distidgtset A, non nuls €ar le terme constant de I'équation du second desiré
strictement posit)f tels que Ker(f A..id) et Ker(f -A,.id) ne sont pas réduits au vecteur nul ; pourdissns dues
aux dimensions, ce sont des droites. Il existe dmux vecteurs non nuls et linéairement indépesdanet b

tels que f@@) = Awiy et f(b) = A.ip; on a donc f(Vect(i i»)) = Vect(i, i»), et pour des raisons dues aux
dimensions : Vect{j i,) = P,d'ou I'on déduit que;iet b sont combinaisons linéaires dg at y. On peut
aussi décider arbitrairement que la composante deu b, en y vaut 1 ;le seul cas ou c'est impossible c'est
lorsque I'un de ces deux vecteurs vagpitmais dans ce cas l'autre en est distinct eistexlonc toujours un réel

M tel que y+ .U, soit un vecteur propre.

PN : : : . X1 X2 [ X3 —f*X1 X2 X3
3) On considére trois vecteurs deaksi que la matrice V .ﬂ(yl), vz.(yz), v3.(y3), V—(y1 vo ys)‘

a) Montrer que I'égalité M %V est réalisable si et seulement si, ces égaditédst données moduio:
AN N AN
(V1,V2) = -s0 (mod D), (V1,V3) =SB (modTr), (V2,V3) =S.@ +B) (modT), avec s==1

o ¢ x3+y:  XXe+ VY2 XaXs+ Yiys . o
- Corrigé: OncalculeVV = | xxo+yiy,  x3+y3  XXs+yoys |. D'ou I'on déduit :
1X3 T Y1y3 XoX3 + Yoy3 x5+ y%

vl = 1a] [Mll = [b] [l = |c] (wilv2) = ab.cosg), (wi|vs) = ac.cosB), (w|vs) = bc.cos@ + B). On en déduit
immédiatement le résultadvéc la relation de Chasles sur les arjgles

b) En déduire les solutions V de : M/, puis de : {M =VV, V.u=0d}.

_ i A . 44 .cos(t) b.cos(t-sx +e.m) c.cos(t+ P +¢e.m)
Corrigé: En tenant compte des conditions précédentes, (/Zﬁn(t) b.sin(t-so +em) csin(t+sB+em)

avec R, s=421 €e=0o0ul € =00ul

a.cos(t) b.cos(t - ) c.cos(t + )

a.sin(t) b.sin(t-sa) c.sin(t + sB) ; ou

Dans le second cas : On calcule &0 = ... = €=¢'=0,donc V =(

tOR et s=%1
. , . = Re(z
- Remarque En notant Z ={€® be®a cg®®) alors : M =Ke(Z2), et A =( irEzD'
SN
4) Soitg Il'application linéaire de matrick dans Bet C. Montrer que :

g(w) = Xo.wy + Y.w,, et : g(y) = Xo.wy + Yo.w,. En déduire la matrice A' de g dans les b&dest C!

a.sin@)
- Corrigé: g(u) = A.(b.sing + B)) = a2.sin).(Sng ) + b2sint +B).(Gngrg ) = - = X + Yo,
a.sinf)
- — A2 cos@) 2 o cos@ - B) — -
g(W) A-(C.Sing +B)) a 'S'“(‘)'(sin(e) + c2.sinf + B)'(sin(e-B) e = %o Wy + Yoo

Lescolonnesle A' sontlescoordonnéede g(u), g(W), g(s) données efonctionde w; et w,, donc:

X1 X2 0
A—(Y1 Y, o)-



5) a) Soit h 'application linéaire dé- dansE de matrice'A dansC et B ; montrer que dy =f.
- Corrigé: Soit y v etw des vecteurs quelconques tels que gwket h(v) =won a donc:
Ve=Als et ws='Ave="AA.Uug = M.t donc w = f(u)et ainsi : f = bg.

b) Montrer que : h(w) = sin(a1+ B).(cos(x).ul + cos@d).U), et : h(w) = sin(a1+ B).(sin(a).ul - sin(3).uy).

1
sin(@ + )

- Corrigé : D'aprés la question 2) : fju= ((X.cos@) + Yi.sin(@)).u; + (X1.cos) - Y1.Sin)).up) =

sin(;<—1+B)(cos(ar).m + cosB).u) + Sin(;1+ 55 (Sin(@).us - SiB).tp) = h(g(W) = Xuh(ws) + Yh(wy), et :

(uy) =W1+B)'((X2.cos(1) +Y,Sin@)).Uy + (X5.C08B) - Ya.sin()).tp) =

Sin(;(—im(coso).ul + cosf).u,) + Sin(;(i B)'(sin(a).ul - sin).w) = Xo.h(wy) + Ya.h(ws), en inversant le systéme

on a bien : h(w :m.(COSO).ul + cos@).u,), et : h(wg) :m.(sin(a).ul - sin(@).uy).

¢) Sa matrice dan€' et B' est-elle'A’ ?

- Corrigé: Soit P la matrice des vecteurs de B' domia@s B et Q la matrice des vecteurs de C' donnés
dans CAlors: A'= Q'AP, et ‘A’ = (Q'AP) ='P'A'Q™; cependant, la formule de changement de bas@ de
dans C' et B' est: A" :'lIfAQ, ce qui a priori n'est pas la méme chose, maistiplus simple d'écrire A" en
utilisant le résultat précédent :
cos@) sin(a))

1 Yl
A"=———=|cosp) -sin@) |, et: 'A'={X. Y,|. Il'yadonc un systéme de quatre équationsaudss, dont les
sin(@ +B) 0 0 0 o

solutions sont, aprés calculs : a, =)= +1/sin¢ + ), ¢ = x1/sin{ + ) ; et, comme & 0, donc : A"# ‘A

6) Soit I'application bilinéairgp définie sur Ede matrice M dans .B
a) Montrer que(Uy, W) = |z, ®Uz, W) = |2 U1, W) = Re(z1Z,). Donner la matrice dep dans B'
- Corrigé :

a.sin@) a3.sinf) + ab2.cogf)sin(@ + )
o(uy, W) = (a.sin@) b.siner +B) 0).M.(b.sin©( + B)) = (a.sin@) b.sintx +B) o).( a?h.cosg)sin(®) + b3.sin@ + ) )
0

azc.sinf)cos) + b2c.sin@ + B)cos@ + )

a'.sin2@) + 2a2b2.sir§)cos@)sin@ + p) + b.sin2@ + B) = |z

a.sinf) ad.sinfr) + ac2.cogg)sin(@ + B)
@(Uz, W) = (a.siner) 0 c.sing + B)).M.( 0 ) = (a.sinf) 0 c.sing + B)).(azb.sin(x)cos(u) + bez.sing + B)cos@ + B)) =
c.sin@ + f3) azc.sin@)cos@) + cd.sinft + )
a'.sin2@) + 2a2c2.sinf)cos@)sin(a + B) + ¢.sin2@ +B) = |z

a.sin@) a3.sin@) + ab2.cogf)sin( + B)
@(Uy, W) = (a.sine) 0 c.sing + B)).M.(b.sin@( + B)j = (a.sinf) 0 c.sing + [3)).( ah.cosq)sin(®) + b3.sin¢t + ) j
0

azc.sinf)cos@) + b2c.sin@ + B)cos@ + B)

a’.sin(@)sin(@) + a2b2.sing)cos@)sin(a + B) + a2c2.sinB)cos@)sin( + B) + b2c2.cosf + B)sin2(@ + ) =
(a2.sin@) + b2.cosf)sin(a + B))(a2.sinf) + c2.cosP)sin(@ + B)) - b2cz.sin¢)sin(@)sin(@ + p) = Jie(zliz).
Comme y annule@ et que les coefficients de la matrice sont@és, u) (matrice de Gragh alors :

zP  Re(zz) 0 X2+Y2 XX+ YiYp 0O
M' = | Re(z:22) zp  O|= (xlx2 +Y1Y,  X3+Y3 0).

0 0 0 0 0 0
b) Montrer que la restriction d@ a P est un produit scalaire.

- Corrigé : Cette forme bilinéaire est symétrique car saigatest. Soit L(§) dans la base D ; alors :

WU, u) = |2Px2 + 2Re(212,) Xy + |2Py2 = (X2 + Y2)(XZ1 + Y22) = Xz + 2P



¢ est donc positive, et définie campf{u, u) =0 =« xz+y2=0=x=0 ou Zz OR;or,comme zZ0:
21/22 OR = Z]_Zz OR = .%/L(Zlfz) =0 = Xo¥1-X¥,=0 =

sin(@ + B)(a2b2.sin%) + a2c2.sinfB) + b2c2.sin?g + B)) = 0, ce qui est exclu. Donc: x=y =0

On note désormaisA = X,Y 1 - X1Y, = sin@ + B)(a2b2.sin3) + a2c2.singp) + b2c2.sin% + B)).

¢) En déduire que la restriction de g a P comsksy normes dejuet 4y si P est muni du produit scalaige

tandis que F garde son produit scalaire canoniges normes des autres vecteurs de P sont-elEs a
conservéespbur ces mémes produits scalajrés

- Corrige : ||ully = |z] = |lg(W)I| et [ldk = |z| = [Ig(y)ll. ce qui répond a la question.

Dans le cas général : |[xt1y.wll, = [xz + yz), tandis que : [|g(au y.W)|| = [Ix.9(d) + y.g(W)I| =
(1006 + YX). W1 + (XY + yY2)wal| =\ (X3 + YRXE + 206Xz + Y1Y 2)xy + (X + Y3)y2 = [xz + yzi|.
On a donc bien, pour tout vecteur u de P u)llgf |[ufl; g estune isométrie de,@ dans F

d) Donner, exprimée dans ,Dne base orthonormale de P pour le produiasealp (Iinverse de lisométrie g est
une isométrie, et une isométrie transforme toasetorthonormale en une base orthonorjnale

- Corrigé: L'inverse de g est une isométrie ; la baseoadmale cherchée est donc : (@), g*(w,)) =

S S N S . - v X1 Xa O |
(XzYl XY, (-Ya.Up + Yilp), XV - Xle(Xz.ul - X1.W)) (en inversant la restriction d&' = (Yl Y, 0) anp

. . Vo . 1 . 1
e) Soit D' = (4, W), avec u= m‘(—Yz.ul + Yil), et y = m‘(xz.ul - X1.Up). Donner la
matrice de h dans C' et.D'

- Corrigé : Il s'agit d'exprimerh(w;) et h(w,) dans D'La matrice de D' donnée dans D état pour
Xy X L.
N = (Yi Y';’), alors : h(wo = N.hW)p €t h(w)o: = N.h(ws)p. Ainsi :
1 Xy X , . . '
hW)o = S 75 B).(Yi Yi) (5226) = (a2 + be.cost) + c7.cos).ui + (b2sin6)cosE) - ¢2.sinB)cos)).u,

hWo)o :m. (éi éz) (i{:%)) = (b2.sinf)cosg) - c2.sinB)cos)).uj + (b2.5iN%6) + C2.5iN2B)). L.

. . a2+ b2.cos¥) + c2.cos?P) b2.sin@)cosf) - c2.sin@)cos)
La matrice cherchée est dongy, inqycosg) - c2.sin@)cos@) b2.sin?0) + c2.sinp) )



