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Un exemple de formule de Taylor pour les polynédhase matrice triangulaire particuliere

|) Propriétés utiles pour les parties suivantes
1) Une propriété des coefficients binomiaux

th o W bd = O

Il faut prouver que chaque terme d'une ligne dorestetgal a la somme des coefficients de la colgumse
situe au-dessus et a sa gauche :

n-1
n
Montrer que, pour tout couple d'entiers naturelsq}, ou 2< q<n: (q) = p=q-1(q P ])

2) Commutation de sigmas

a) Etant donné les entiers naturels 2 et k2, et la suite(Xq,m) q m)r 2 montrer que :

min(r, k-1) r r min(m, k-1)
qzl qu Xq,m = m=1 qzl Xq,m
b) Etant donné les entiers naturels> et k=2, et la suite(Xq)qDN, montrer que :
min(m, k-2) k-3

P k-1 min(m, k-p) k-p-l
qzl p:zq-l(q-l)'xq :pZZ qzl ( gq-1 )'Xq'

3) Montrer que :m.(m(i 1) =(m- q)(rCrD

x 1 .. 1 1
0 x R
[1) Soit nO N, xOR, et la matrice de/(,(R) : Ax = RS
0O - - x 1
0 0 .. 0 x

Pour tout entier relatif KI[1-n n], d. désigne la k-ieme diagonale d'une matrice dorotééon numérote 1
la diagonale principale.

0 X 1
lci: d(A)=| | (n+k tigned pour KTI[1-n, 0], (A =| % | (o tigned, et d(A)=| T | (n-k+1 rigne}
0 X 1

pour kI [2, n].

On admet la formule démontrée au DS2 :



A1 Ao ... Qn1 Qin D11 012 ... bipa big
0 &2 ... &n1 &n 0 bz ... bpna ban
PourM=| i ~ = & I N=| i ot b et (M, N) = (8prkabpike1prorcd , alors
0 0 ™ apina &n-1,n 0o 0 ™ bn-l,n-l h-1,n 1sksn-p-gi2
0 0 . 0 aumn 0 0 .. 0O by

k
d(MN) = 2, @oics1-p(M, N).

En remarquant quep, (M, N) peut étre présenté comme le produit scathirdébut de M) avec la fin de

dy(N) :

&p Bp.prq-1
aQ,_p+1 bp+£|_,p+q
®.M, N) = :
an-p-q+l,n-q I:)n-q,n-l
an-p-q+2,n»q+1 bn-q+l,n

1) CalculerAZ et A3.

2) Montrer quepour tout il N : dy(A%) = X™.dy(1), et : do(AY) = m.X"Ldx(Ag).

min(m, k-1)

m\(k-2 .
3) On suppose que, pour=k : dg(AY) = qu (q)(q_ 1).Xm 9.0k(Ao) (hypothese(H)).

Pour k= 2, cette formule implique que les polynémes fornlestcomposantes de(A%) sont tous de degré
m - 1 pbtenu pour q =)L; la borne supérieure du sigmanin(m, k - 1), signifie qu'ils comportent k - 1
mondémes tant qu'on n'a pas atteint la limite makdrda m termes, car il ne peut pas y en avois gans un

polyndme de degré m - le degré de xm - g ne peut pas devenir néghtif

a) Pourn = 6, mettre en évidence daig et A3 les diagonales pour lesquellasin(m, k - 1) vaut m ou k-1
b) Montrer en écrivant directement la formule de(A&”l), et en utilisant I'hypothéseH), que l'on obtient

egalite € in( +1 k-1) in(m+1, k-1)-1
(E2) : dk(AX™) = ( 2 ( )( ]2) XMy qgl @(k(f).xm-% X™).0k(Ao) .

(utiliser la formule de récurrence usuelle des Goieffits binomiau.

min(m+1, k-1) k-2
c) Montrer que si m + ¥ k - 1, alors le terme correspondanta q=m + 1 dan%Z1 (q)(q_l).x”‘”’q

est nul. En déduire que I'égalit&;) vaut en fait :
min(m, k-1) min(m+1, k-1)-1

(E1) : de(AT) = ( q;l (Z“)(g:ﬁ.xm*lh qgl (r;)(kéz).xm'q+xm).dk(Ao).

d) Montrer, en utilisant I'expression dg(MN) comme somme deg, «+1-5(M, N), ainsi que I'hypothéseHj,
qu'on obtient I'égalité &) :

E: AT = daAl) = (3, (M Desas 8 5 (P sndiag).

1 q=1 p=0g-1
€) En déduire que :

me m min(m, k-1) K- _— mln(m k-2) k 3 .
(E): dAT) = daAD = ( 3 (e Dxmros 3 5 (P)xme + xm.da).
f) En déduire que (E1) = (Eo).

min(m, k-1)
. m\(k-2 .
g) Montrer par récurrence sur N~ que, pour k2 2 : dg(AY) = qgl (q)(q_ ]).Xm 9.0k(Ao).

[11) On munit ./%n(R) du produit scalaire (M|N) = MN), qui lui confére une structure euclidienne anaéogu

. n?
acelledeR .



1) La matrice U étant donnée dané/,(R), on considére la translatioy : ty(M) = M + U. Montrer qu'elle

est continue sus/l(R).

2) Préciser pourquoi Vect(l) est un fermé dé,(R). Soit, J étant une partie R : V3= {Ay, x O J}.
Montrer queV R est un fermé non borné, et qi¥ko, 1] est un fermé borné.

3) Pour rO N, les réelsayg, ay, ..., a, étant donnés, soit P l'application définie ptowte matrice M de
./%n(IR) par: P(M) =aol + a;M + ... +a;M’, et g, telle que gM)=M". Montrer que P est continue sur

./%n(IR). En déduire que P atteint ses bornes ¥, 1j. (On montrera d'abord la continuité dg,, @t I'on établira
préalablement que si on choisit uns ||M, alors : |[M - M|| <n = |[M]| < 2.||MI).

4) Application: Dans A,(R), soit Q(M) =%.M - M2 donner un réel tel que [|Q(A))]|| soit minimal.

.1
V) 1) On note BM) = ayl + 20,M ... + roM™ ; montrer que :L'[noﬁ'(P(AX*h) - P(A)) = P'(Ax). (Pour

k = 2, on montrera d'abord la formule pouy,, @n traitant & part le cas m 5 &n calculant ensuite, det en distinguant si
k - 1<m ou non. On rappelle au passage qu'on a déman®S2 que dest linéairg.

2) Avec l'exemple du IV .Acalculer Q'(Ay) pour la valeur de\ obtenue au IV.4).

) .. 0 1 '
3) On conserve les notations usuelles des denvé%!s)(M) = P(M), et: pm )(M) = (P(m)(M)) , et on
associe les mémes notations aux polynémes numérajuix polyndbmes de matrices, a savoir :

P(X) =0g + 03X + ... +0,X", et 1 g(x) = x™

mln(m k-1) (q)
k-2
Z (g0 0

mm:= k-1) (k ]2)@(_1 dk(Ao).

Montrer que, pour k 2 : dk(AT) =

4) Montrer que, pour k2 : dk(P(Ax)) =

m)
P00 4 AT,

5) a) Montrer que, pour k 2 : d(P(Ax+h)) = Zl m|

b) Montrer que cette formule reste vraie pour k=1

P

c) En déduire que P(Ax+p) = Zl m



