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Corrigé de ’épreuve de Mathématiques II, série TSI, concours CCP 2007

Probleme 1

1. Il est clair que ¢ est bilinéaire et symétrique. Montrons que ¢ est définie positive.
Soit P € E. Tout d’abord (P, P) = P(0)*> + P'(0)? + P"(0)* > 0.
Si (P, P) =0, on a alors a la fois P(0) = P'(0) = P”(0) = 0. Comme deg(P) < 2, la formule
X2
de Taylor permet d’écrire P = P(0) + X P'(0) + TP”@) = 0.

D’olt ¢ est définie positive et :

‘(p est un produit scalaire‘

2. (1,X) =1x040x14+0x0=0
(1,X?) =1x040x0+0x2=0
(X,X?) =0x0+1x0+0x2=0
D’ou :

\B. est une base orthogonale de (F, ())|

Notons || || la norme associée a .

(1,1) =1x14+0x0+0x0=1= |1 =1
(X,X) =0x0+1x140x0=1=|X[|=1
(X2, X% =0x0+0x0+2x2=4=|X?|=2
D’ou :

Xz
Une base orthogonale de F est (1, X, 7)

3. ¢(P,Q) = P(0)Q0) + P'(0)Q'(0) + P"(0)Q"(0)

= aa’ + b + ded
100 a’ a’
(a bc)[{010 V |=(abc)| V | =ad~+bl+4c.
00 4 d 4c
D’ou :
a/
e(P,Q)=(a b c)S| ¥
c/
100
X? 010
4. Soit  la matrice de passage de B. a B = (1, X, 7) Q= ' Notons A’ la
0 0 3

matrice de u dans B; on a alors A’ = Q71AQ et A’ est la matrice de u dans une base
orthonormée. D’ou :
a) < u conserve le produit scalaire
< u est une isométrie vectorielle
& TAA = I3
& TAIOTIOTTAQ = I
& TAQTI0TA = 00
2

Or ‘{010~ = =S

S O =
o = O
N OO
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On a montré :

Y(P,Q) € E?* (u(P),u(Q))=(P,Q) s 'ASA=2S

5. Soit A € G. On a alors det( ‘ASA) = det(S) = 4det(A)?> = 4. D’ot :
det(A) = £1 # 0 et A € GL3(R). Montrons donc que G est un sous-groupe de G L3(R).
- t]3813:S:>]3€G2G7£®.
- Soient A, B € G.
“(AB)S(AB) = 'B('ASA)B = 'BSB = S; dou AB € G et G est stable pour la
multiplication des matrices.
-Soit A€ G; TASA=S = (PA)'1SA =S
= (A H)SA =S5
= A1led

D’ou :

IG' est un sous-groupe de (GL3(R), X))

6. a) Soit P € E; alors deg(P(1 — X)) = deg(P) et v(P) est bien dans F.
D’autre part, VP, Q € E, A\, u € R,
VAP 4+ Q) = (AP +puQ)(1 — X)) =AP(1 — X) + uQ(1 — X) = Xv(P) + pv(Q). D’ou :

v est un endomorphisme de FJ

b) v(l)=1
v(X)=1-X
v(X?) =1-2X + X?
D’ou :

1 1 1
MBC(U) = 0 -1 -2
0 0 1

c¢) Notons A la matrice précédente. On a alors :

1 0 0 1 00 1 1 1
tASA =1 -1 0 010 0 -1 -2
1 -2 1 0 0 4 0 O 1
1 0 0 1 1 1
=11 -1 0 0 -1 -2
1 -2 1 0 0 4
1 11
=11 2 3
1 39
#+ S
Donc :

v n’est pas une isométrie vectorielle pour Ie produit scalaire (]
d) VPe E,vov(P)=v(P(1-X)=P(1—-(1—-X))=P;dou:
w est involutif ; ¢’est un isomorphisme de E et v~

=]

7. a) La dérivation des polynomes étant linéaire et diminuant le degré,
1 et Y et ¢y sont clairement des endomorphismes de E.
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8.

b) (1) =
(X)) = 1+X
P(X?) =2+ 2X + X?
nil) =
n(X)=-1+X
P (X?) = —2X + X?
D’ou :
11 2 1 -1 0
Mp. ()= 0 1 2 et Mg, (¢n)=10 1 =2
0 01 0 0 1

¢) VP € E, Yo(P) = (P~ P) = (P—P)+ (P —P")+ P" car P® = 0. D'on
Yo (P)=Pet:

L’on en déduit que det(¢y)) x det(¢y) =

‘Y?Owl:[dE‘

1, que v et vy appartiennent a GL(FE) et que

eyt

=

d) Soit P solution polynomiale de degré inférieur ou égal & 2 de 'équation. On a alors :
U (P)=X?4+5X+9 & P=y(X?+5X+9)

S P=(X*+5X+9) +(2X+5)+2
S P=X*+7X+16

Une solution particuliere de ’équation différentielle est donc R — R
x— x?+Tx + 16

La solution générale de I'équation différentielle est donc R — R
xt— x? + 7+ 16 + Ae®

ouleR

a) Notons C}, Cy, Cj3 les colonnes de A. Pour le produit scalaire canonique de R :

(Cy, Cy) :1(1+\/§+1—\/§+1—3)=0
(Cy, Cs) ?( 1+vV3+3-1-1-v3)=0
(Cy,C3) = ?(3—1—1—f+f—1)_0
(C,Cy) = ?(1+4—2\f+4+2f)_1
(Cy, Cy) ?(4+2f+1+4 2v/3) =1
(Cy, Cs) Z( 4-2/3+4+2/3+1)=1
D’olt

‘A est une matrice orthogonale

b) Soit P =z +yX + 2X? € E. Résolvons r(P) = P.

1 1+v3 V3-1 x

r(P)=P N PN 1 —1-3 y | =

S\ o1-v3 V3ot 1 z
22+ (1+V3)y+(V3-1)2=0
< (1-v3)z—2y—(14+3)z2=0
—(1+V3)z2+(V3-1)y—22=0
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Donc :

=22+ (14+V3)y+ (V3 -1)2=0
r(P)=P &< y(—4—2)+2(—2—2v3) =0 (Ly « 2Ly + (1 —/3)L,)
Y(—2v3+24+442v3) +2(442) =0 (Lg — —2Ls + (1 4+ v/3) L)

@{x:y
2= —y
2

L’ensemble des vecteurs invariants est donc A = Vect{l + X — 7}

¢) L’ensemble des invariants étant une droite, r_est une rotation vectorielle.

Son axe est A, ensemble des invariants.
2

X
Orientons A par Py =1+ X — 5 et notons 6 'angle de r.
- tr(A) =2cos(f) +1 < cos(d) =0

T

- Afin de préciser 'angle, prenons un polyndéme non colinéaire a F,, 1 par exemple, et
calculons le produit mixte [1,7(1), Py] qui est du signe de sin(6).

1 - 1
W
1_
[17T(1)7P0] =10 3 1
-1-—
14+ V34+1+3
_ +\f3+ +V3

Dot : sin(f) > 0 et 6 = g [27].

s
r est donc une rotation d’axe A et d’angle 5 [27r] pour l'orientation choisie.

Probléme 2

1. - (C) est définie sur R.
VieR { x(—t) = x(t) } N { — on peut restreipdre I'étude & R
" y(—t) = —y(t) — (C) est symétrique par rapport a (Ox)
(C) est de classe C* sur R.
Vt € RT, o/ =2t et y = 3t?
D’ou le tableau de variations :

~

~

OO OO D
\
_I_
g

LIQ |8 |8

- Etude du point stationnaire en 0 :
—) .

Au voisinage de 0, OM (t) = t%i + t35. (4, j) étant libre, M(0) est un point de rebroussement
de premiere espece et la tangente est orientée par i.
- Etude de la branche infinie en 400 :

SHES

= t qui tend vers 400 en +oo : d’ou la branche infinie est une branche parabolique de

o,

irection asymptotique Vect {j}

mO07pt2ca.tex - Spé TSI — LyCée Chaptal — 22000 St Brieuc —



