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1) Donner les ensembles de définitions, et lesessgions en fonctions usuelles correspondantes de :

0 ) n 2n o 2n+1 2n+1 © 4n+1 o 4n+3
n. 3n. 2 X ﬂL X
a 2x'; b 2x"; ¢ Z ; d) ZZn’ €) Zzn+1v N 2 on+1: 9 z4n+1’ h Zan+3

3n+1 3n+2
00 n Xn

i) nZ(SXn+1 3n+£

Q) 2x"= % pour xO7]-1, 1] ; b) ZXS" pour xO7]-1, 1[; c) EIXF: -In(1 - x) pour XJ[-1,1[;

n=0 X3
) X2n 1
d) ngl—nz -.In(1 - x2) pour xJ]-1,1[;
] X2n+l n ooX
€ ZZn 1™ 2 Z §2—— -In(1 - x) +2.In(1 - x?) =3. In( >3 Argth(x) pour x ]-11[;
n 2n+1
f) nZOK—Zh— Arctan(x) pour xJ[-1, 1], c'est la primitive deZ( 1)"x*" =73 quis'annule en .0

) 4n+1

1
geth) Z An+ 1 est la primitive deZ XM= < qui s'annule en ,Onais il y a plus simple :

o0 X4n+l X4n+3 ) X2n+1 [ X4n+l X4n+3 ( 1)” 2n+1
ZGnvitan 3= Zoan+1- Ath(X) et 2 (53 -an+3 = 2, an+1 - Arctan(x)
o 4n+1 o0 An+3

Il s'en suit que Z 4Xn 1= 3.(Argth(x) + Arctan(x)) et : 4Xn T3~ 3.(Argth(x) - Arctan(x)) pour xO]-1, 1].

=Y 3n+1 X3n+2 X X3n
i) Z (3n Titansd = 2 1n Zﬁ =-In(1 - x) +3.In(1 - x3) =3.In(1 + x + x) 4.In(1 - x) pour x1]-1, 1].

; 1 __a 2x+1 c
2) @) Trouver les réels ,®, ¢ tels que T a=3_ 1t by + 1t e+ x v &

On peut trouver a en multipliant les deux memblieegéquation par x - 1 et en posant ensuitelx

-1 2x+1 1
rxri-at(x- 1)(L5(2+x+1+x2+x+:1) d'ou: a=3.

On peut trouver b en multipliant les deux memigke$équation par 1 + x + x2 et en posant easuitj, ou
en réduisant au méme dénominateur :

1  (A+x+x3)/3+(1- x)(b(2x+1)+c) _ 1 1 1_2X+1 4 1
1-x37 1-x3 '1-x_ Bx-1texex+ 1t 2@ x+ 1
P C
b) Trouver les réelsx, B,y tels que o= 1:a'(BX PRy

11 2R[3

1
EHXH LT3 (2x + DAY + I

00 3n+1 ) 3n+2

U . . X .
¢) En déduire les expressions en fonctions usuédesn§0—3n T et: n§03n T

2 ximt . S 4 1 41 o, 2x+1 1 2R[3 _
n§03n 7 est la primitive qui s'annule en 0 tn%x oo a1t s s it \/5 (@x+ D3P+ 1 Donc :
0 X3n+1

n§03n 1~ 4In(d - x) +3.In(1L + x + x?) +\/- Arctan((2x + 1))(/?3) + k, ol @.Arctan(lﬂé) +k =0 cest-a-
dire :

S X1 in( + x +x2) -4in(1 - X) +\/- Arctan((2x + 1{[3) - 6\/- pour xO[-1, 1].



) X3n+2 ] 3n+l
Et: n203n+2—3 In(1 + x + x2) 5.In(1 - X) - 23n+1
0 3n+2
2 anr =8N+ x+x2) In(L-X) \/- Arctan((2x + 1){/3) +—= 6\/- pour X0 [-1, 1[.
o0 pn+q
2 on+qS a%0
3) Pour xOO]-1, 1], on note §((x) = " P . Donner les conditions sur, p, g, " pour que

Z— si q=0 [z0)
et f, 4 soient linéairement indépendants.
Comme ni l'un ni l'autre ne sont nuls, on cherameael A tel que : fq=A.f,q Onintroduit a=q si g0 et

0 pn+a 0 Xp'n+a‘

a=p si g=Ppdeméme a'=q' si g0 et a'=p' sinon ; on doit alors av0|Ean T M nzopn+a

Comme c'est une égalité de séries entiéres ef\gt1, s'il existe un entier m qui peut se mettre dauferme
pn +a mais pas p'n' + &u qui peut se mettre sous la forme p'n' + alspas pn +,aalors cette égalité est
a a'

X
impossible. Par exemple, les premiers termes dbétes les mémes, a savorr~ A7, d'ou l'on déduit a = a’

p+a p+a

et A = 1. Ensuite, les termes suivants doivent étre les mgeeavoir 1 = 55 d'ou I'on déduit : p = p’
Finalement, la seule possibilité est que p =tpge q'.

Conclusion : fq et {4 sont linéairement indépendants si et seulemenpgip' ou o« Q"

p-1
4) Soit, pour 0: E = Vect@o{f na) s € soit pZp (p'=0); montrer que : 1§ 0 E;n Ep.
p-1 p-1
f10 peut s'écrire comme combinaison linéaire des feules : f,= qgofp,q = qgofpv,q, donc: fo0ENnE,.

X < X . S . . s s
A noter: fox) = = -In(1 - x) ; les combinaisons linéaires précéddgmeviennent a décomposer cette
n=

somme en partitionnarll selon les divisions par p : les multiples deleg entiers dont le reste est plis 2
jusqu'a p - 1(idem pour g.

00 Xpr‘H—q Xpl’]+q
Zon+qg pne si g£0 et 20
5) Soit GgpdX) =7 o X PN . Donner les conditions sur, p

Znrqg pn+ si (=0 et #0) ou (=0 et F0)

p'. q, g pour que g,,1) converge. Lorsque ces conditions sont réusiesguel ensemble a-t-on 'égalité

entre @qpq €t fq-fog?

Soit m=0 si g0 et g#0, m=1 sinon; on veut qu«i( q) converge, c'est-a-dire :

Pn"'q Pn"'

E ( L > (p-pin*q-g Si p# p', alors cette série est de méme nature que ladeérie
nemPN +q” Pn+ nmppn2+(pq+qp)n+qq '

q-9q
n= mp2n2+p(q+q)n+qq

terme genera% qui diverge. Il est donc nécessaire que p; €anc : @qpq(l) = soit

cette série est nulle si gq' 7 #pit elle est de méme nature que la série deatgérnéraln—z, qui converge.

Conclusion : gqp 1) converge si et seulementsi: p=p'"
Op.qp.q = fog - foq Sur 1-1, 1[ car, méme si ;g (1) converge, il n'est pas permis de |'écrire dousie de
somme de deux séries divergentes.



11 .
kzopk+q si gz 0
6) Soit w(p, q) = . Montrer que y=u(1, 0)-In(n + 1) et w=u(1, 0) - In(n) sont
le_k si =0 §z0)
adjacentes ; en déduire qu'elles convergent. Gnyadéeur limite commune y(= 0,577).
. 1 1 1 . .
Il est clair que y<w, pourtout n; Wi.-w,= nr1t In(n rl 1) =51t In(1 nTl) Il faut donc étudier la

fonction f(x) = x +In(1 - x) quand & [0, 1[; f(x) = 1 +=5 =7 <0, la fonction décroft donc de f(0) =

ala limite en 1 qui esteo: Cette fonction étant négative, il s'en suit dug) est décroissante.

1 n+ 1 1 L . .
Vet - Vo =55 17 InG, +i) P 1— In(1 +577)- Il faut, cette fois, étudier la fonction g(x= In(1 + x), quand

x0f[o,1]; g(x) =1+ Jlr 1%+ 1 > 0, la fonction croit donc de g(0) =0 a g(1) =Ih(2). Cette fonction

étant positive, il s'en suit que ,fvest croissante.

W, -V, = In(1 + 1/n) dont la limite quand n tend vense est nulle ; les suites sont donc adjacentes et
admettent une limite commune.

7) Trouver le réelh tel que (Wp, 0) -A.In(n)) converge. Montrer que (p, q) - W+1(p, 0)) converge ; en
déduire le réel tel que (W(p, q) -\ In(n)) converge.

121 1

Si g=0: Z pk 2 2 o donc (Z - In(n)) + %-)\).In(n) converge sh =0

. -1
Si a=0: up, ) - (P, 0) = (P, 0) - ta(p, 0) =575 1) converge.

n
Si gz 0: Soit ¥ = W(p, q) - U1(p, 0) = Z ( k g p(k+1)) 2 op(k+p1X|gk ¥ 0) dont le terme général est celui

d'une série de méme nature que, soit Ia série sullp = g, soit la série de terme général 1/n2 qui est
convergente. Il s'en suit quey)xconverge.

Par suite (((p, 9) —%.In(n)) - (k(p, 0) —%.In(n))) converge donc {(p, q) —%.In(n)) converge\ =7

n k

8) Pour X [-1, 1], soit K(X) = ng? +1In(1 +% - X) ; calculer LI[T; Ixm hn(x), et : lerpInITQ hn(X).

lim lerr} ha(X) =lim (k%% -In(n)) =vy; Ixinflim h(X) = lerr} (-In(1-x)+In(1-x))=0

9) Donner un développement limité a l'ordre n Oerde Ia(x)

N
hn(x) =

=In(

hy(x) = In(1 +%) +(1- 2 X+ (1- (1%1)2)."3+ L+ -];”Tl)“).%"+ o().

10)a) Pourn = 1, montrer qu'on peut prolongex(k) :%.(1 - (n%l)k) par continuité en posaqt(0) = In(1 +%).

La limite de @, en O est I'opposé du nombre dérivé en 0 denletion (k) = 2 1)k, c'est-a-dire, comme

P'(k) = In@ rl -G 2 1)k : ‘I(iirg%(k) =-'(0) =In(1 +%). On peut donc bien faire le prolongement par ooitié
k>0
en Q

b) Montrer que, pour tout X0, (¢(k)) admet pour limite 0 quand n tend vertitii.



. 1 1 .. P -
Soit n21; (k) =1.(1 - (m)k) dont la limite quand n tend vers l'infini @&t toute évidence.0

c) Déterminer la nature de la séri?:_'l(gq(n).
d _l l Ny . l .
Quand n assez grangy(n) =5;.(1 - (1 +) ) ; en posant X 5

() = X.(1 -6 = x (1 e = x (1 - 16+ 0(1))) = X.(1 - 16) + 0(x) ==.(1 - 18) + 0().

Il s'en suit que cette série est de méme naturéacgérie harmonique, elle diverge donc vesrs. +

n
11) Pour x]-1, 1], soit R(X) = kgl(ph(k).xk ; donner le développement en série entiere g&) Ph,(x), et la
limite quand n tend vers l'infini de,(R) - h,(x), puis celle de [@x).

Pa(X) - hy(X) = (n " 1) Comme & Z G+ 1)kJ—Ls Z LL, et que le membre de droite est le reste de la

série entiere de -In(1 - |x|) quand [x|, <€ reste tend vers. D s'en suit que, pour X -1, 1] :

k=n+1

lim (Pn(x) - (X)) = 0.

Comme la limite de fix) est nulle, on en déduitlim P,(x) = 0.
n-oo

12) Montrer que : (1 %)(1 - (n%l)“) <P(1)<s(n+1).In(1 +%). En supposant qu'elle converge, la suitg(1(p
peut-elle admettre la méme limite que,(1h) ?

n n n
D'aprés la question 1), @, est décroissante sur, 8] ; donc : kgotpn(n) < kgotph(k) < kgocph(O), d'ou :

1+ - 5 <R < (1 + D.Ine ),

Si (R(1)) converge vers une limite, alors, en faisant tendre n vers l'infini ddmggalité précédente :

lim (5 r+' 1)” = lime™®* ¥ =1 donc: 1-¥<a<1l;etcomme:limh,(l)=y<1 -1k, alors, méme si
n- oo n-oo n-oo
(PA(1)) convergeait, ce ne serait pas vers la mémigelique (h(1)).

- Remarque : On remplace le In(1 + 1/n) par le développeﬁmérie entiere de -In(1 - 1/(n + 1)) :
l

Py(1) = Z%(k) = In(L +3) + Z%(k) A R chn(k) = z ¢ +W o9+ Zin .1
Comme la derniere somme tend vers 0 quand d uvers +o, (P,(1)) est de méme nature que,)(lavec
1 n ki1
MCEE ek
- 2 1 1 - 1 2 1
AiNSi © U - Uyg = kgl(m - (n%l)k - %+ (nT])k).E :kgl((n2 S -+ k- (n + 15<).m.

Le signe de la parenthése est donné par le termandonui est : -k#f? (ca reste vrai pour k = 1 ol la parenthése
vaut -3 ; on en conclut que p4 U1 < 0 (our n assez grahdla suite (W) est alors décroissante, a partir d'un
certain rang, et minorée, donc convergente. listenc de méme de la suite,((B).



