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On considére les suites [, et (W) définies pour tout entier naturel n non nul par

nON’

+1

Un
hW=vi=0 b=W%=1 ha=U n

Vv
= Fn + Vp+1. (Elles sont appeléesuites en mirol).

I.1) Montrer que, pour tout entier naturel N nah:Ny = Upnss.
- Corrigé : Par récurrence sur, mitialisation y=u + w/l=1=y.
On suppose la propriété vraie jusqu'a By;=Ukn+1; @u rang suivant ;

U (2n + ]_)u u U (2n+ ]_)u
U2 +2=Uz + 2n+l= 2n U2+3=U2+1+ 2n+2:u2 ﬁ: 2n=Uz+2.
n n" 2n 2n v en n 2n+1 n"2n 2n n

La propriété est donc vraie pour tout n non nul.

|.2) En déduire une expression dg.4 en fonction de 44, puis I'expression de,i en fonction de n

o - . L. 2 n

- Corrigé : Comme on I'a montré a la question precedemrga;gzgn—;nj)u—z.
2n-Duppo (2n-1)(2n - 3) (@2n-1)2n-3)..3.1 _ (2n-1)! 2n(2n)I
On en déduit: 4=""27"5""=2n-2)2n - 42n4= - =2n-2)2n - 4)..432 = P (n - 1)If ~ 21>
2n

1.3) En déduire que : o441 = U, = —2-( )
- Corrigé : Démontré a la question précédente.
|.4) On admet I'équivalent, quand n assez gragad(zn) ; en déduire la limite de— guand n tend

vers l'infini.

L, L . ..2n
- Corrigé: On a ainsi, pour n assez grand,, ~u2\/n/m, donc : y ~+/2n/m, puis : Ilm—uz =TL
N - Unp

. - . < ol f(x)
I1.1) On considére la série entiére : f(xr?vanx" ; montrer que, pour %0 : Zlvn+2x" =2 - L
= n=

. i 12 12 1, 2 1 f(x)
A . n__— n+2 _ — n__— n —— —_
- Corrigé: nglvmx = X2'n§1 VieoXTo= Xz.ngsvnx = Xz'(n;v”x - Vox2 - viX) =35.(f(X) - x2) =75 -

o

I1.2) Exprimer de méme, le plus simplement possib@ Vi X"

- 1 1,2 fx) .
- Corrigeé: nzlvnﬂx = ;nzlvmlxnﬂ = ;_nzzvnx" = ;( Z VX" - viX) = % si XxZ0 (Gavaut 0=f0) si x=)X

I1.3) Soit g(x) :ngl%x” ; exprimer sa dérivée'() en fonction de f(x)

- Corrigé: g(x) = nglvnx”‘l =%.n§1vnx“ =K§)— si x#0, g(0)=0 =f(0).



[1.4) En déduire que f est solution de I'équatifi@ntielle €) : x(x - 1).y'+ (x2-x+2).y=0

- Corrigé : On introduit la récurrence définissant la suig) dans les signeX :

00

n§1V”+2Xn = ng Yoyn 4 Z Vo X', d'ou ; —Ll -1=9g(x) +i-l
f'(x ) 2. fgx} g(x) + x.f'(x) - f(x) _K_l gx) - f(x) .
X2 -

On dérive := ; on multiplie par x3:

X.F'(X) - 2.f(X) = x2.f(x) + x2.1(x) - x.f(x), d'ou :(x2 - x).f'(X) + (x2 - x + 2).f(x) = Q ce qui est bien |'équatiq(k).

X

I1.5) Résoudre I'équation différentiell&)( et en déduire que : f(x)&:—el)z.

., L X2+ Xx-2 2 a b 2 2
- Corrigé: y :—X(X ) y=(1 _—X(X - 1))y =(-1 +; +_X - 1)y =..=(1 +; “X- 1)y
X

. kx2. N
Il en résulte que : y&x_—i)z, ou kOR.

On trouve k en sachant que la formule de Tayorf@) & l'ordre deux donnex.f"(0) = v, = 1

kx2€™\"  Kk(x*-2x3+5x2 + 2% . . x2.6*
((x - 1)2> K - 17 E , d'ou : 3.f"(0) = k = 1 On a donc bien : f(x) &1

[1.6) Montrer que : g(x) arz M -1= nil(kz K—L) X",

- Corrigé: Il est clair que g(0) =0; g est donc lagtive qui s'annule en 0 d];%)-; c'est-a-dire :

*€)2-1 - €91 _€e
I .7 dt =] ( t)dt

g(x) = IL Ainsi : g(x) Ix

o(1- t)2

. u'v - uv' . . s . .
Au lieu de passer par la forme—;—, on pouvait faire une intégration par parties
e—X

Il faut ensuite trouver le développement en segigd
e—x p+n p+n+l

N :(1+X+X2+ +g(+ )ZK_IL ZLIL+ZLL+Z£_L +Z()| +Z() +
1 p=0 P: p=0 P: p=0 ! =
25 + b ok 2 A pAS e - b2t (prD)] .
Le coefficient de % est obtenu en posant p =n dans les n + mipre termes, car les suivants ne contiennent
pas de terme de degré Ainsi :

€ 53 u)x donc : g(x) == 1_§(k Oﬁ—L)x

1-x~ nOkO 1-x" 1

G

I1.7) En déduire que, pour tout entier naturel m mol : v, =n. ZO i puis la limite devﬂ.

- Corrigé: |l y a deux méthodes ; on peut dériver le résudbtenu a la question précédente, ou montreteque

suite w, =n. Z K—L vérifie la méme récurrence qug &t a les mémes deux premiers termes.

5 k
fx) = x.g/(X) :x.ngl(kz L et = Z (. > ﬁ—L) X, donc : y=n. Zi—}.

Alor I|m—— n li
ors : e, donc : narmnv— e

n- o



I11) Généralisation d'une propriété utilisée a la questll.6: Soit la série entiére f(x) goaqx”, de rayon de
. . f o 2
convergence R ; montrer que, pour tout réel baue [x| <inf{R 1}: f%: ngo(goa().x”.

1 _

-Corrigé: 7-;= (1 +x+x2+ ... +%+ ...)bgoq,xp=

TaxP+ T axPl+ T axP P4+ 2 XM+ T axP™+ =
p:oqj p:()qJ p:Oap p:Oap p:()qJ

axP+2ZaxXP+ZaxP+. . +2ZaxP+ 2 a,xP+..
p:OaJ p:l%l p:Z%Z p:naan p:n+1%nl

Le coefficient de % est obtenu en posant p =n dans les n + fipre termes, car les suivants ne contiennent
pas de terme de degré Ainsi :

f 0o n
-5 (5 a)x

n=0 k=0



