TSI2 / DS2-2008-2009 / corrige.
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1) On note E =s/l,(R), et soit une matrice A %b d) Montrer que : A= Tr(A).A - det(A).l. En déduire
I'existence de deux suites, et () telles que pour tout entier naturel n"” Au,.A + v,,.l.
- Corrigé : La premiere égalité est immédiate. On a ainsiniglisations d'une récurrence , 10 et y=1,
wu=1ety=0 w=TrA) et »=-det(A)
On suppose donc que la propriété est vraie au rarg on passe aurang n+1:
A= A + Vol = A" = U A2 + VA = U (Tr(A).A - det(A).D) + w.A = (Tr(A)U, + Vo)A - det(A)u.| ; d'oll
l'on déduit y.; = Tr(A)u, + v, et .1 = -det(A)y. Ces deux suites existent donc bien.
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c)' a# ¢ ; montrer que, pour tout entier naturel n" 3\{0
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- Corrigé: Pour n = Oon obtientl = |. On suppose donc la propriété vraie au rargf on passe au rang+ 1 :
n+1 d‘|+
a_(ab b a™t pS o :
MMt = (O c)(o :j =.. —( 0 c-a .] La propriété est donc vraie.
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3) On admet qu'une suite de matrid 8 d ).on CONverge ver b si et seulement si les quatre suites des
n

C-
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coordonnées (& (1), (), (d) convergent respectivement versbac, d. A quelle condition la suite (MDN
définie a la question précédente converge-t-elts upe limite finie ?

- Corrigé: Pour que (3, et (&)

N convergent, il faut avoir |aj<1 ou a,=fl |c|] <1 ou c=ZEn outre,
-
comme & ¢, sil'une vaut 1 l'autre ne le peut pas. Siameglitions sont remplies alors %;)nm, et donc

nON

aussi la suite () convergent.
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4) On note My = (0 23>; étant donnée une série entiékm, x" de rayon de convergence , R quelles
conditions sur a et b la sérmn.MQb converge-t-elle ?

o (@ b2 -1
- Corrigé: My, = (0 ( 2nan) ;etalors:

(=) n 00 -1
z i Mi, = 5 (anan bot,. (2 - D) _| &0 b.ngocin_(z" - 1)d |
n=0 0 a 2 a 0 ngoanznan

On vérifie facilement que ces séries convergerewles trois quand |a| < R/2; il n'y a pas dalition sur b

5) a) Etant donnée une fonction f développable eresériiere sumR, f(x) = Z anx”, calculerngoan.M b

0 n+1
b) Appliquer ce résultat, pour 720, a : nglﬁ_lnL Map ; Zén—ﬂL), Mi{‘gl, Sip= Zon, Mz

- Corrigé: a) Ici, comme R = ¢, iI n'y a pas de probléme de convergence :

Z GIX: (e Z (O(n(2a)“ apad) f(a) p f(2a) - f(a
Si az0: Z .M an=|" ©a  |LEtsi a=0:00l+0.Mgp.
0 ngoan(za)" 0 f(2a)
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b) nglﬂr)]__M;b _ (In(10+ a) bin(2 -1+a)) nzoén:)_l)l M2 = sm(a)(é (2.cos(a) 1).b/)  Sus e"".( b j
0
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6) a) Calculer gy, ; vérifier que g, est bien égale a la limite quand a tend verde03,
b) Pour & 0O, exprimer S, en fonction de S,
- Corrigé : a) Attention, il faut revenir a la définition et nqras faire la limite du résultat précédent. Comme

0b . R . . .
Mop = 0 0 alors toutes les puissances dg,Mont nulles a partir de son carré. La somme n#ectralors

. 1b . _ .
gue les deux premiers termes 5, S | + Mgy = (O ]) dont on constate qu'il s'agit bien de la limie d
I'expression précédente.
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7) Pour & Oeta%0, calculer ¢ et d tels que, s5, = S 4 Montrer que d _e%g_il(%_(ea- 1)ea'+%.(ea'- 1).

a P\ - aral e2C
o _|€ b—|€¢ bT——|_ _[€ (— (- 1)e* + 2 (e - 1)). a*""j (e d: }
-Corrigé: SpSap= a a |=..=
O S (0 & 3](0 & ] (o g 0 &

e2(.31+a ) a+a

a+a
=d a+a'

Il est évident que c = a + &t il reste a trouver d tel que— (€-1)e* += (e - 1).€ .D'ou:

d :W.(a.(ea- 1)e* +g..(ea' - 1)).

8) a) Montrer que : SSap= SipSap = MaMap=MapMap = ab'-ba' =0
b) Montrer que : ab'-ba' =8 S, 5= SipSab= Sirapeby
- Corrigé:

D) MaMao=Meas = (T “gag )=(T “ata
eSiaz0 et a2z 0:

SuSp=SupSup © 2@ DR D =o (@ DEHRE-D) » G-BE-DE-D=0 -
(compte tenu des hypothéeonc, si & 0 et aZz0: S pSap= SipSap = ab'-ba'=0

eSiaz0 et a=0:

a eza-e a eza-e
€ : 10b 1 b\ € —
Sipob = pSap = (O b ezi j(o 1 :<0 1)(0 b ezz j o .= g.(ea- 1)+ b :g.(ea- 1) + b'e®

= b'=0 farer£1) = ab'-ba'=0
e C'estlaméme chosesi a=0 et @

< ab'+2ba'=ab+2b'a ab'-ba'=0

1 b+b
eSjia=a=0 alors ab'-ba'=0 e;t@b—sobs()b— 1 )

b) On remplace dans l'expression de d obtenugadstion 7) et on obtient rapidement d = b.+ b’
9) E est désormais muni de sa structure euclidipone le produit scalaire canonique, la norme eigslide et

la base canonique orthonormale | d) || a2+ b2 + c2+ d? En notant plus simplement , § S, ,,

montrer que 8) [|SI| =\2&/€F- &+ 1
b) 1IS- Sl =\2.B - (€ + )2 - (€ + &) + 1<\ 2. - (& + & + 1),

((1) ¢ 1 || 28R+ 1

b) 1S - Sil = ||(eb o ; ee+fe 1)| = 2@ @ )+ L
Etcomme : € +€’)2- (€ + eb) +1<(@+P)2+ 2. +€) +1 =€+ + 1F, on a bien le résultat souhaité.

- Corrigé: a) |S]] =




10)a) Justifier le fait que : ILrn/E.(eb -e)(e® +€” + 1) = Q et en déduire que :

Oe>0, 0n>0 |b-al< = 2. - +€" + 1) <e.

c) En déduireque 0 e>0, On>0, |b-al<q = || - S| <&, puis que la fonctionp: R - E, définie par :
@(a) = S, est continue suR.

- Corrigé : a) La fonction qui & tout réel x associe f(x}/2.(€" - €)(e*+ & + 1) est continue en, donc :
Ixinlf(x) =f(a), d'ou, en nommant la variable b au lieu de x:

limf(b) = Lim\/E.(eb -+’ +1)=fa)=0
b) Il s'agit de la définition de la limite.

c) Grace a la question 9): b||-SSa||s\/§.|eb -€f(e® + €” + 1) <e ; on peut donc écrire :

Oe>0, 0On=>0, |b-al<q = [|$- Sl <t, ce qui est la définition de la Iimiteb:qalilrim(b) -@a)|]| =Qou
encore :bﬁgnp(b) =@(a), en nommant la variable x au lieu de )E)H;(KIX‘) =@(a), ce qui prouve la continuité de
@ en aComme a estun réel quelconque, il s'en s@it@uest continue suR.

- Remarque On pourrait aussi, en le démontrant préalablémeiiiser la définition de la limite donnée a la
question 3)

eaﬁ'b eZa+2b _ eaﬂ'
11) On étend les matrices de typg $r I'ensembleC, en définissant Sy :( 0 gardb b)

a) Donner les deux matrices réelles X et Y tetlae Sip= X +i.Y.
b) On étend aussi la norme a ces nouvelles makit@®sant : |1Sy|| =\/|IX|f + [|Y]f ; montrer que :
l1Sioll =\/2.€1[€" - €.cos(b) + 1

o _ (€.(cos(b) +.sin(b)) €*(cos(2b) +.sin(2b)) -€*(cos(b) H.sin(b))\ _
- Corrigé - 8) S‘*"b‘( 0 €22 (cos(2b) +i.sin(2b)) =

o . _[(€cos(b) €cos(2b) €.cos(b) . [€.sin(b) e?sin(2b) - sin(b
Sﬁ“b‘x’”"Y‘( 0 €22 cos(2b) %"( 0 sin(2b) /-

b) ||Suibl] =\€%2.cos?(b) + €2cos(2b) €.cos(b)f + €"cos2(2b) +?2sin?(b) + E22sin(2b) -€*sin(b)} + e*sin2(2b)=
1Suinl] = ... =\[2.6%8[€?- €.cos(b) + 1

- Remarque Il existe une formulefdrmule de Baker-Campbell-Hausdgrifeliant les crochets de Lie de I'énoncé du
DM2 aux matrices du DSZpelées exponentielles de matrjgeflans le cas ou le produit n'est pas commutatif (
question &) du DS2.

En notant@A, B) du DM2 =[A B]=AB - BA, A=M,p, B =My exp(A) =3y et exp(B) = Sp':
exp(A).exp(B) = exp(A + B -%.[A, B] +1i2.([A, [A, B]] +[B, [B, A]] + 2—14.[A, [B, [A, B]l] +
-7_20([[[[A » B, B, B], B] +[[[[B, Al, A], Al, A]) + 3_é0([[[[A, B, B, B], Al + [[[[B, Al, A], Al, B])
+1_§0([[[[B . AL, B], A], B + [[[[A , B], A, B], A]) + ...).

Si AB = BA, on retrouve bien : exp(A).exp(B) = exp(A + Bji; A et B commutent avec [MB] (c'est-a-dire :
A%B -2 ABA + BA2= AB2- 2.BAB + BA = 0), alors : exp(A).exp(B) = exp(A + B + (AB - BA)2



