TSI2 / DS2-2009-2010 / corrige.

Soit E I'ensemble des matrices carrées d'ordi@ 0'N') a coefficients complexes et triangulaires sugpégs.

A1 42 - An1 Qn b1 012 oo bipa byy
0 &, ... n1 &n 0 byy ... byp1 by
On considére dans la suite les matrices de E:| A~ : S :
0 0 ™ &vin1din
0 0 .. 0 &,

, B = : : :
0 0 ™ bn-l,n-l bn-l,n
0o 0 .. 0 bnn

1) Montrer que E est un sous-espace vectorie}ﬂﬁ(C). Donner sa dimension.

- Corrigé: |0 E, donc B~ @. Soit @, B) 0C? et (A B)OE?; a.A+B.B est triangulaire supérieure, donc
c'est un élément de E. Ainsi, E est bien un sepaee vectoriel de/%n(C).

En comptant le nombre d'éléments significatifs pdorine, la dimensionest 1 +2 + ... + n = n(nN/2.1
2) Etant donnés le couple d'entiers naturelsqjii [1, n]°, p + g< n + 1, soit @, ¢ E?- C""

8y Pp prq-1
8 p+1p+1p+q

, définie par :

®oA, B) = = (a<,p+k-1bp+k-1,p+q+'<-?)15ksn-p—q+2'
8ﬂ-p-q+1,n-cpn—q,n—l

3n-p-g+2,n-g+Pn-ge1n
a) Montrer que@,  est bilinéaire.
b) Montrer que,; est symétrique mais que tous les autpes ne sont ni symetriques ni antisymétriques.
¢) Pour n =5donnerg, iA, B) et @3 A, B).
- Corrigé : a) La bilinéarité est trés simple a établir.
b) Pour queq, soit symétrique ou antisymétrique, il est nédessie pouvoir échanger les coefficients de A
avec ceux de B ; il convient donc que les indement les mémes: k=p+k-1 et p+k-g&gq+k-2

d'ou l'on déduit p = g =.1En conséquence de quoi, si, @ # (1, 1) alors @4 n'est ni symétrique ni
antisymétrique.

Il reste a étudierp 1 : @ 1(A, B) = (@b k) , qui est symétrique de fagon évidente.

1<ks<n

¢) Pour n=5:g4A, B) = (i’ij;‘ et gsAA, B) = (Z‘;jgj;‘).

3) Pour mO [1, n], on note ¢ l'application de E dan€"™" définie par les coefficients de la m-ieme
a1,m
a2,m+1
diagonale de A: §A) = :
an-m,n-l
ar\-m+1,n

a) Montrer que c'est une application linéaire.
m+k-1

b) On note AB = (g;)1 \<,» montrer que : HAB) = (G m+k-1) avec: Emk1= igk aibi meke1-
1 <

i 1<k<n-m+’
j<n

INIA
INIA

¢) Montrer que : ¢(AB) = 2 1cpp,q(A, B).

p+d=m+

- Corrigé : a) La linéarité est immédiate.



n
b) C'est une conséquence directe de la définitivac a § mk.1 = i—zla‘"b"m”"l selon la définition du produit,
m+k-1

maissi i<k: g=0etsi i>m+k-1: k=0 Ilsensuitque : Guwi= Ek A mic1-

C) Si ptgq=m+ 1 :(pp'q(A, B) = (a('p+k_1bp+k_l'p+q+k_alskSn-p-q+2 = (a(«p+k'1bp+k'1'm+k'])15ksn—m+1' Donc :
Z n-k+1
p+q=m+1(pp,q(A, B) = (pgl a<,p+k-1bp+k-1,m+k-1)1£ksn_mﬂ’

mais si p>malors p+k-1>m+Kk-Honc: Buimia=0. D'oU :

m
p+qu+1(pp,q(A ’ B) = gagl a<,p+k>lbp+k»l,m+k-])

enposant i=p+k-1

m+k-1

= (2 aibim) = (G o) = th(AB),

1<k<n-m+l 1<k<n-m+1l 1<k<n-m+l

4) a) On définit I'applicationy telle que x(A, B) = (d(AB), d(AB), ..., d,(AB)). Donner I'ensemble d'arrivée
F de x, et montrer que est une application bilinéaire.

b) Soit Y:F - E, tel qu'étant donn® = (Cy, C,, ..., G)) O F : @(U) = v, avec pour toum O [1, n : dn(v) = Gy
Montrer quey est un isomorphisme.

¢) Montrer queWoX(A, B) = AB.
- Corrigé:a) F =C"xC"'x..xC?xC. La bilinéarité est immédiate et utilise la linéades g.
b) Comme dim(E) = dim(F)il suffit de montrer l'injectivité donc, de praeivque son noyau est réduit au

vecteur nul :p(U) = G, et comme ¢(Og) est nul pour tout mil s'en suit que tous lesCsont nuls ce dont on
déduit : U = @. On est donc bien en présence d'un isomorphisme.

€) WoX(A, B) =((di(AB), di(AB), ..., d,(AB))) = v tel que pour toum O [[1, n] : dn(v) = Gy = dn(AB). Il en
résulte que v=AB cay est bijective.

5) On note K=E, et K, =Ker(d)nKer(d)n...nKer(d,) pour m= 1. Soit r l'application de E darld qui
a A associe r(A) tel que BKn et AD Kyay1.

a) Montrer que si r(Ax 1 alors A est triangulaire stricte.
b) On note @ le vecteur nul deC™ ; montrer que si Al Ker(d,) alors @, (A, B) = Oypqs2
) Montrer que si Bl Ker(d,) alors @, (A, B) = f)ﬂ_p_q+2

3,1
%2
- Corrigé: a) Si r(A) = 1, ca signifie que A0 Ker(dy), donc : est nul, c'est-a-dire que tous les
3n-1,n-1
8nn
coefficients diagonaux de A sont nuls, ce quis@hune matrice triangulaire stricte.
a1 p a1, Bp pra-1
& p+1 8 p+ip+1,peg -
b) Si AU Ker(d,), alors : est nulle, et donc @, (A, B) = : = Ohpge2
an-p,n-l an-p-q*'l,n»zpn-q,n-l
aw-p+1,n an-p-q+2,n-q+pn-q+l,n
b1q 8y, prg-1
b2,q+l aQ,p+1bp+:|_,p+q R
c) Si BO Ker(d,), alors : est nulle, et donc @, (A, B) = : = Ohpge2
b”'q,”'l aw-p-q+l,n-cpn-q,n-l
bn-q+1,n an-p-q+2,n-q+pn-q+l,n

-

6) a) Montrer que si [ r(A) alors @, (A, B) = Onp.qia €11 G(A) = (a(’p"'k'l)lsksn-pﬂ = f)n,pﬂ.



b) Montrer que si & r(B) alors @, (A, B) = Oy €t d(A) = (Bge) g = Ongea:

- Corrigé: a) si p<r(A) alors AO Ker(d,).

Si p<r(A), alors K O Ker(d,), donc, comme Al K, alors A Ker(d,), , donc : @, (A, B) = f)n_p_q+2; en
outre, selon la définition et la questioty) 3 d,(A) = (& p+k-1)

1<ksnpHd On-pea:

b) De méme, si & r(B) alors BO Ker(d,), donc : @, (A, B) = Orpq+2 €t ON peut appliquer le résultat de la

question précédente (4) = (bk'q+k'1)15ksn—q+1 = On_q+l.

7)a) Soit p=r(A) +r(B), 1<m<p et p+qg=m+1; montrer que, dans ce cas : Sditr(), soit g< r(B).
b) En déduire que pour tout m tel ques < p: dn(AB) = Onmer.
¢) En déduire que, sh=n: X(A,B)=0Q et AB=Q@, etsip<n alors: r(ABxp.

- Corrigé: a) soit p et q telsque p+sgm + 1<p+ 1 =r(A) + r(B) + 1 Soit p<r(A), soit p > r(A) Dans
ce derniercas: -p <-r(Ajlonc: o r(A) +r(B) + 1 - p <r(B) + 1d'ou finalement : & r(B).

b) Il s'en suit que, si p+g=m+ 1 avecsrmp, les lignes deg, (A, B) sont nulles donc @, (A, B) = f)n M
Quand on somme tous lag (A, B), d'aprés la questioncl on obtient au bout du compte ;(4B) = On.me+1-

) Si p = n, alors pour tout m tel que Im< n: dn(AB) = Op.ms1 ; les colonnes de (A, B) sont nulles ainsi
gue les diagonales de ABinalement :x(A, B)=Q et AB = Q.

Si p<n alors: pourtout m tel quesin<p: d,(AB) =0, donc: ABO Ker(d,), et finalement :
AB O Ker(d)nKer(d)n...nKer(d,) = K
Comme par ailleurs, comme ABK;xg et ABU Kxg)+1, il S'€n suit que p < r(AB).

8) a) Soit A, A, .., A des matrices de E ; montrer que, siy(Ar(Ay) + ... + r(Ay) 2 n, alors :
AiAL...An = G (récurrence sur o

b) Etant donné un entier naturel non nulmontrer que le plus petit entier ¢ tel ¥R est q = I(nTl) + 1

En déduire que si r(A 1, alors A0 E est nilpotente d'ordre spE(r(A) + 1. (E() désigne la partie entidre

0 0 a3 &g s
0 0 &3 a4 &s
c) Soit M=[ 0 0 0 0 as |, avec a&# 0; montrer que r(M) =1 et Mt O:; en déduire qu'on n'a pas en
000 O ags
000 O O

général I'égalité entre I'ordre de nilpotencetpg e E(r(M) +1

- Corrigé: a) C'est immédiat pour m =1 ou. @n suppose la propriété vraie au rang emon essaie de la
prouver au rang m +.1Si r(A) + r(Ay) + ... + r(Ay) + r(Amsy) = n, alors, en notant A= ApAn+1, COMMe :
r(Am) + r(Am+2) < r(An), ainsi : r(A) + r(Ay) + ... + r(An) = n ; d'ou, d'apres I'hypothése de récurrence :

AlAzArln = A1A2...AmAm+1 = OE
- N -1 .
= E(nTl) + 1 estle plus petit entier tel qé]g(— <g donc: n-1<gxdou: n<gx

On en déduit que pour x = r(A)g = r(A) + 1 est le plus petit entier tel que q.réAh, donc: A= 0. |l

s'en suit que A est nilpotente d'ordre<pj, d'ou: p< E r(A) + 1. En remarquant au passage qu'il est

nécessaire d'avoir r(A 1, d'une part pour pouvoir diviser par r(A)autre part pour que A soit triangulaire
stricte.



- Remarque On pourrait aussi dire que, si A est nilpotediordre p alors, sachant qu'on a de toute fagon
A% = 0 car une matrice nilpotente a nécessairement *(A) sinon le coefficient non nul de la premiére
diagonale ne pourrait jamais disparaitre, alossgpdonc : r(A)< E((n - 1)/(p - 1))

c) Il est clair que r(M) =1 car seule la premidiagonale est nulle. Le calcul de* Monne bien g tandis que

M?# 0z ; M est donc nilpotente d'ordre p =Far contre : q :é:(V)l) +1=n=5donc: p<qllnyaainsi
pas égalité dans le cas général.

9) Soit A0 E nilpotente d'ordre n2.

a) Montrer que : r(A) =1

b) Montrer par récurrence sur m que, pour toufl fd, n] : r(A™) = m.
c) Montrer que, pour tout m [1, n] : r(A™) =m,

- Corrigé: a) Si r(A) =0 alors il y a au moins un terme nmar dans la diagonale principal@ gremiery. En
élevant A aux différentes puissances successiedgrme ne s'élimine pas et A ne pourrait grasnéipotente.

Si r(A)=2,alors: g = (?(—A)l) + 1snT+l, donc: < E(%l) Or, pour =2 : E(nTJrl) <n -1 Et comme
l'ordre de nilpotence p est inférieur 3 ilgs'en suit qu'on ne peut pas avoir réAR. Il ne reste plus qu'une
unigue possibilité, a savoir : r(A) =1

b) On fait ensuite une récurrence sur m:

- C'est vrai pour m =,Jet on suppose que c'est vrai jusqu'au rangnm 1 ©n sait aussi que c'est vrai au rang AU
rang m + 1 on a, d'aprés la question) :7 r((M™?) = r(M.M™ = r(M) + r(M™ = 1 + m. Ce qui prouve la
proposition.

c) Il faut montrer l'inégalité dans l'autre sensipSosons que r(f) =m + 1, alors :
n=r(M)=r(M" M™M= (MM +rM™)2m+1+n-m=n+1r@ " =m-n dapres la)).
C'est évidemment impossible, d'ou I'on déduit " m.



