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Soit E I'ensemble des matrices carrées d'ordrenom nul, a coefficients complexes et
triangulaires supérieures.

On considere dans la suite les matrices de E:

1 A2 ... dp1 Qun P11 Do ... Dipa bip
0 &7 ... &n1 an 0 by ... bopa bon
A=l o b B P
0O 0 ™ An-1,n-1 Gn-1,n 0O 0 ™ bn—l,n—l bn—l,n
0 O 0 8nn O 0O .. O o

1) Montrer que E est un sous-espace vectorieJ/ﬂa(C). Donner sa dimension.

2) Etant donnés le couple dentiers naturels, gp 0 [1, n[°, p + q< n + 1, soit

@ q B2~ €792 définie par :
al,pbp,p+q—l
8 p+10p+1,p+q
(pp,q(A, B) = : = (a<,p+k—1bp+k—1,p+q+k—315kgn_p_q+2'

a1-p—q+1,n-¢pn-q,n-1
a1—p—q+2,n—q+bn—q+1,n

a) Montrer que@, 4 est bilinéaire.

b) Montrer que @1 est symétrique mais que tous les autggg ne sont ni symétriques ni
antisymétriques.

c) Pour n=5donnerg A, B) et g; A, B).

3) Pour m [1, n], on note g l'application de E dan€"™" définie par les coefficients
a1,m
aQ,.r'n+1
de la m-ieme diagonale de A ;(4) = :
aw—m,n—l
an—m+1,n
a) Montrer que c'est une application linéaire.
b) On note AB =(g),,., montrer que : QlAB) = (Ckm+k-1), <y < y.meg» AVEC

1

n?'
n

INA
INA

J
m+k-1

Ci,m+k-1= i:Zk aibimek-1.

c) Montrer que : g(AB) = p+qu+1cpp,q(A, B).

4) a) On définit I'applicationy telle que x(A, B) = (di(AB), t(AB), ..., d,(AB)). Donner
I'ensemble d'arrivée F de, et montrer quex est une application bilinéaire.

b) Soit Y:F - E, tel qu'étant donné U = (CC,, ..., G) O F: Y(U) = v, avec pour tout



kO[1, n]: d(v) = C. Montrer quey est un isomorphisme.
c) Montrer queox(A, B) = AB.

5) On note kK=E, et Ky, = Ker(d)nKer(d)n...nKer(dn) pour m=1. Soit r I'application
de E danaN quia A associe r(A) tel que [AKya et A Kay1.

a) Montrer que si r(Ak 1 alors A est triangulaire stricte.
b) On note O, le vecteur nul deC™ ; montrer que si Al Ker(dy) alors @ (A, B) = Ohp-q+2

c) Montrer que si B Ker(d;) alors @, (A, B) = Onhpqe2.

6) a) Montrer que sip < r(A) alors @ (A, B) = Onpqge2 €t G(A) = (Ap+k-1) = On-p+1-

1<k<n-p+

b) Montrer que si & r(B) alors @A, B) = Onpgez €11 G(A) = (B gricd, oz s = On-aet:

7)a) Soit p=r(A) +r(B), 1<sm<p et p+qg=m+ 1; montrer que, dans ce cas : Soit
p<r(A), soit g< r(B).

b) En déduire que pour tout m tel ques M < p: dn(AB) = Opmst.

c) En déduire que, sp=n: x(A,B)=0 et AB=@, etsip<n alors: r(ABx p.

8) a) Soit A, Ay, ..., An des matrices de E ; montrer que, siiyAr(Az) + ... + r(Ay) = n,
alors : AAs...An = 0 (récurrence sur Jn

b) Etant donné un entier naturel non nulmontrer que le plus petit entier q tel Xr est
n-1

q= E(T) 1. En déduire que si r(Ax 1, alors A E est nilpotente d'ordre , pu

p< E(?(—A)l) + 1. (E() désigne la partie entigre

0 O &3 aus s
0 O &3 a4 s
c) Soit M={ 000 0 as|, avec a# 0; montrer que r(M) =1 et W= G; en
000 O ags
000 OO

déduire qu'on n'a pas en général I'égalité ewirdré de nilpotence p et q %} + 1.

9) Soit A E nilpotente d'ordre a 2.

a) Montrer que : r(A) =1

b) Montrer par récurrence sur m que, pour toufl fil, n] : r(A™) = m.
c) Montrer que, pour tout @ [1, ] : r(A™) = m.

- Remarque: Ca signifie que, quand on calcule les puissamt@se matrice triangulaire stricte A, ou la
seconde diagonale n'est pas nulle, et sauf casyleit comme a la questionc)y alors la diagonale non nulle
est repoussée d'un rang a chaque produit par A



