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Maroc 2000 Math 2 (moo6t2e).
Onnotefa,a+f={a,a+la+2.,a+n}

|) Soit nON’, on pose = X,+1 = 0, et on considere le systéme,)($ormé des n équations :
(9 : Xe1+ 2% - X1 = Y, KO[1, n], ol les x sont les inconnues et leg gles nombres réels connus.
1.a) Ecrire la matrice AL ,/%n(R) du systeme ($. Résoudre le systéeme quand=y0 pour tout KJ[1, nJ.

b) Pour (y, ..., y») O R", que peut-on conclure sur I'existence et l'unidéé solutions du systéme X3 Que
peut-on alors dire de la matrice, A

2) Soit jO [1, n] fixé ; on suppose que; ¥ 1 et y =0 si k#j. Calculer la solution du systéme ,\Set en
déduire que :

1-1/(n+1)  1-2/(n+1) ... 1-n/(n+1) Ci 8 8
Al= 2(1-1{(n+1))2(1—2{(n+1)) = 2(1—n{(n+1)) . :2 9 0

n(1-1/(n+1)) n(1-2/(n+1)) n(1-n/(n+1) _(n:_l) -(n:-2) 0

3) On suppose a présent que pour tolit [k, n], on a y = 1. Calculer la solution du systéme XS

4) Montrer que pour tout rédl, et pour tout entier K N,ona:
-sin((k - 1B) + 2.sin(l0) - sin((k + 1P) = 2(1 - cosP)).sin(kO).
En déduire que A possede n valeurs propres distinctes et tropgar chacune un vecteur propre associé.

sin(®)
(Indication : On pourra chercher des vecteurs propres defr‘raaefo( : )).
sin(ro)

|1) On fixe un entier 22, a=(a, &, ... a1) OR™, b=(, by, ... b)) OR" et ¢ = (g G, ... Grp) DR™.
Pour kO [2, n, on considére la matrice carrée d'ordre k :

bp ¢¢2 0O 0 .. .. 0

a4 b oo 0 - T 0

0 & b ¢ ~ = 0

Tk=T(a b, c) = :
. . .0
: : - 0 a, b G
0 .. .. o 0 ay bk

Onnote :3g=1, &; = by, et & = det(T) pourtout k 2<k<n.
1) Pour kO [2, nJ, exprimer & en fonction ded,.; et d..

2) Pour cette question uniguement, on fixe n et4n suppose que pour tout1§0, 4] on a & # 0.

a) En utilisant la methode du pivot de Gauss, ekplizne matrice triangulaire inférieure L &) avec

<ijs4

f; =1 pourtout O[1, 4], et une matrice triangulaire supérieure U ijz)l(sqy telles que : 7=LU.

jsa
b) Montrer que cette factorisation est unique.
c) Déterminer la factorisation "LU" de la matride, associée au systeme,)(Sle la premiére partie.

1 1 1
d) On pose: X {%} Y :[%j Z :Egj Résoudre les systémes linéaires : LZ =Y et=UX; en déduire la
Y

solution du systeme : X =Y.

3.a) Montrer que la matrice & b, a) est diagonalisable dan»%n(R).



b) On suppose que; A0 pour tout i1 [1, n]. Soit A une valeur propre de (&, b, a) ; montrer que le sous-
espace propre associé\aest de dimensiofi. Que peut-on dire des valeurs propres d@&, b, a) ?
4.a) Trouver une formule de récurrence simple concénegmolyndme caractéristique de la matricgalb, a).

b)Onnote 1=(11,...,1)0 R”'l, et ac = (acy, &Cy, ..., &.1Ch.1). Montrer que les matrices (&, b, c) et
Tn(l, b, axc) ont les mémes valeurs propres fourra utiliser la question précédgnte

c) On suppose que pour toutdi[1, n - 1], on a @& > 0 ; Montrer que Xa, b, c) admet n valeurs propres
distinctes Indication : on pourra utiliser les questions 11.3.a) &#.b) aprés avoir remarqué la relatiop; a/aca/ac).

d) Donner un exemple de matrice(&, b, c) O ./%3(R), non diagonalisable dansﬂg(R).

[11) E désigne l'espace des polyndmes & coefficiéets r E est le sous-espace vectoriel de E constitué
des polynémes de degré inférieur ou égal.&ait f]-1, 1[ - R, une application continue telle que, pour tout

1
entier naturel Kkl'intégrale | 1x".f(x)dx soit convergente.

1
1) Soit (P Q)0 E2; on définit <P|Q> #lP(x)Q(x)f(x)dx
a) Montrer que l'application ()~ <P,Q> est un produit scalaire sur E
b) Justifier I'existence d'une famille orthonormdfe) -, de E telle que, pour tout[kN, on ait : deg(Py) = k.

¢) Soit kO N', montrer que pour tout QE.;,ona: <RQ>=0Q
2) Soit k=2 et j<k-2; montrer que : <XfB>=0.

k S
3) Soit kO N, on pose P:J_:ZOO(KJ-.X'. Etablir I'existence de deux suites)(3, et (R),,, telles que :
1 {XPO = aP; + Py
( ) XPk = a<+1Pk+1 + bKPk + a(Pk-l pour k>1
avec ! @=O0Ok1k1/Okk pour k=1, by =-0100kk B =0kka/Ok - Oke1 /Aks1 k1 POUr k= 1.

4) Soit kKON .

1
a) Calculer | lPk(x)f(x)dx, et en déduire quey PFhe peut garder un signe constant sur Jflet qu'il admet donc

au moins une racine d'ordre de multiplicité impaire
b) Soit x, .., X les racines distinctes de, ®'ordre de multiplicité impaire et appartenank4, 1[ ; on pose :

r
Q= i_I'Il(X - X;)). Donner le degré du polynéme QIt montrer que l'application #Q(t)P(t)) garde un signe
constant sur [-11]. Montrer par un raisonnement par lI'absurde gaek,ret conclure que (Padmet k racines
simples dans J-11][.

5) Soit n>2; a la famille (B, on associe la matrice,(&, b, a) = T,, ou les vecteurs a =y(a, ..., &.1) et

b = (b, by, .., b,.1) ont pour composantes les coefficients définisgaelation de récurrence (1) de la question
1.3.

Po.(X)
a) Pour tout réel xcalculer le produit: J| |
Pn-l(X)

b) Montrer que pour tout entier 2n2, les racines de ,Psont les valeurs propres dg. T

6) On note Arccos la bijection réciproque dedaction cod0, 1] - [-1, 1]. On admet que la restriction a
]-1, 1[ de la fonction Arccos est une fonction dessk €. Jusqu'a la fin du probléme on pose :

Ox0O]71, 1, f(x) = 1/\/1 - X2 ; pour tout KJ N et tout xO ]-1, 1], on définit: §(x) = cos(k.Arccos(x))
On définit de maniére équivalentg gar : 00 010, 1, %&(cos@)) = cos(16).

a) Donneruneexpressiorexplicitede to, t; et b. Montrerque : Ok ON', O x O ]-1, 1[, te1(X) = 2Xk(X) - tea(X).
En déduire queytest une fonction polyndme de degré k et dosamrcoefficient dominant.



b) En utilisant le changement de varialle= Arccos(x) calculer <flt,> pour (n m) dansN? (on distinguera
les cas n=m et xaim). Que peut-on conclure ?

¢) A l'aide de la famille B,on: EXpliciter une famille orthonormale (P, de I'espace préhilbertien (E|>9.

d) Pour tout entier & 2, déterminer la matrice ,Tassociée a la famille (B, . Calculer les vecteurs propres et
les valeurs propres de,.T



