D) TD : Espaces préhilbertiens.

D1.1) Montrer quepour (y V) O E2 E espace préhilbertien rel
u et v colinéaires et de méme sens(u|v) = ||u||.llvll= ||u + V|| = [Ju]] + [IVI|
u et v colinéaires et de sens contraikes(u|v) = -||u]].[IVI= 1|u - VIl = Jul] + |IVH [Ju + V]| =]lul] - |VII

D1.2) Soit u un vecteur fixé non nul, un réel et f définie pour tout vecteur (XE par : f(x) = x a(x|u).u ;
trouver a pour que :0 (x, y) O B, (fX)[f(y)) = (X]y)

D1.3) Soit E un espace euclidien de dimensiomuni de la base orthonormale B 1, @, &;, &) ; donner la
matrice du projecteur orthogonal sur F = VecHes;, & + 2e), puis celle de la symétrie orthogonale par
rapport a Vect(e+ & + & + 28g).

D1.4) Soit E l'ensemble des fonctions numériqumigs et continues sur [0, .1Yérifier que I'application :
(flg) =Iof(x)g(x)dx est bien un produit scalaire. Donnentame des vecteurs u =#{xx.In(x)) et v= (x~ X).

1 1 1
Calculer inf{_ (x.In(x) - ax2 - bxjdx, (a b)OR?. (Pour p=0 et 1: [ xPInqdx = (-ai(p + D), xP.InT(x)dlx).

D1.5) Soit E ;/%n(R) ; vérifier que l'application (M|N) = Ttrr(/IN) est un produit scalaire. Donner la norme de
la matrice identique, et de la matrice N F)(@;., avec g =i+ ] (utiliser les formules de la somme des carrés éa de
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somme des cubpsCalculer ensuite les minimumsnf{ 2, _, . (xi; - i - ]), avec (xij),
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ensemble de E des matrices antisymétriques, fé.in O azv/} . (Montrer que les
1<

ININ

n
scalgire

=3

matrices symétriques et antisymétriques sont odthalgs pour ce produi

D2.1) SoitE =R® muni d'une base canonique & la famille de vecteurs ,(u, w) de coordonnées respectives
dans B: u=(12,1),v=(10,1) et w=(-11, 0). Montrer que cette famille est une base et trqusier'est
possible, un produit scalaire sur E tel que datt@lle soit une base orthonormale pour ce prositataire.

D2.2)a) Soit E =R,[X] I‘lensemble des polynémes de degré inférieuégal a nMontrer que l'application
définie par: (P, Qy IDP(t)Q(t)dt Guon notera ensuite (PJQ) est un produit scalaire. Donner une base
orthonormale de E pour ce produit scalaire dagadeou n =2

b) Soit E =R,[X] ; l'application : (P, Q) (P(-1)Q(-1) + 2P(0)Q(0) + P(1)Q(1))/4 est-ellepmduit scalaire ?

Si oui donner une base orthonormale.
sup{d°(P), d°(Q)}
¢) Soit E =R[X] et l'application : (P, Q) Zb P(K)Q(k) ; mémes questionseéter 'exemple P+ P, Q)

avec RX)=1+X P(X)=1-X et Q(X) = X.

d) Montrer par récurrence sur n que pour toueematurel nla série%k”lk! converge Hypothése de récurrence :
le rayon de convergence c%'%k estinfin). En déduire que pour tout polynéme %P(k)/k! converge. L'application :
(P, Q)+ kZOﬂEl)dQM est-elle un produit scalaire ?

D2.3)a) Si E est euclidien, montrer qu'une applicatibnE - E telle que pour tout couple de vecteurs

0, y) : (XIf(Y)) = (f(X)|y) est linéaireefidomorphisme symétrigueMontrer qu'un projecteur orthogonal vérifie eett
propriété (n projecteur orthogonal est donc un endomorphiymetriqus.



b) Pour E euclidien, montrer que toute applicationE — E telle que pour tout couple de vecteurs y(x:
(x[f(y)) = -(f(x)]y) est linéaireepdomorphisme antisymétrigue montrer que ¥ est symétrique, et : (K)|x) < 0,
(fG91x) = 0.
¢) Soit un espace euclidien E et une applicafioe — E. Montrer I'équivalence suivante :

(O Y) OB, Ife) - fy)ll = [Ix - yIl) et (f=0)) « (O y)OE, () = (xly))
En déduire qu'elle est linéaire, puis bijective.

D2.4) Soit E =R®* muni de son produit scalaire canonique et d'wse lorthonormale directe B = (&, &)
(c'est-a-dire que s& aley), €t (Y v) un couple de vecteurs fixés non colinéaitesa orthogonaux. L'application f
qui a tout couple de vecteurs (X, y) associ&{1()|(yCu)) est-elle un produit scalaire ? Méme questiogca
(xCW)|(ydw)) + (KV)|(yv)). Méme question avec ((x|u).x|(y|v),ypuis avec ((x|u).u|(y|v).v)Soit s la
symétrie par rapport & Vect(u) parallélement & (ymétrie orthogona)e méme question avec (s(x)|s(ypit s'
la symétrie par rapport a Vect(u) parallelementect(v, (u, v?), méme question avec (s'(xX)|s'(y))

- Pour les produits scalaires, donner une base ontinorale

D3.1) Montrer que si f est une fonction contimleel'ensemble des réels dans lui-méme et nulleRsuralors
f(0) =

D3.2) Montrer que si f est une fonction contimeel'ensemble des réels dans lui-méme qui vérdig pout
couple de réels (x,y): f(x +y) =f(x) + f(yglors il existe un réel a fixé tel que pour tout f(x) =

D3.3) Etudier la continuité de I'application f @®? dansR telle que : f(x, y) = sup(X, y)mbntrer d'abord que :
sup(x', ) - sup(x, y¥ sup(lx' - x|, ly' - y)) Méme question avec : g(x, y) = |x| + |y

D3.4) Soit: f(x, y) = x -y, g(X,y) = cos(x)- cos(y) et h(x,y) =g(x, Y)f(x, y) (si xzy), h(x, x) =-sin(x).
Montrer que :0tO R, [sin(t)|< |t] ; puis que O (a, b)d R?, |cos(a) - cos(by |a - b
(tiliser cos(p) - cos(q) = -2.sMPsin€39). Montrer que f et g sont continues, en déllsrcontinuité de h quand

x # y. Etudier la continuité de h en, (@.

Les questions suivantes sont facultatiiness elles permettent de ne pas traiter le cag)loMontrer que :[0 € > 0, si un
réel a vérifie le<a<1l+g, alors:Ot0OR, t-c|t|<tast+e|t]. Existe-t-il n >0 tel que: pour |h|&:
Isin(h)/h - 1] <€/2, et pour |k - <n: |sin(k) - sin(¥)| <&/2. Etudier ensuite la continuité de h en, ().

(Selon deux cas : si x =y ou si#x)..

D3.5) Etudier la continuité de I'application f ® dansR telle que : f(x,y) = 1/(x2 + y3)x(ou y nonngl et
f(0, 0) = 1 Méme question avec : g(x, y) = In(1 + x?).In(¥3/(x2 + y2) & ou y nonny et g(0, 0) = OMéme
guestion avec la fonction : h(x, y) = x.In(|x|]y#(ly]) @our x et y nonnus h(O, y) = y.In(]y|]) dour y non nyi,
h(x, 0) = x.In(|x]) four x nonnyg, h(0, 0) =0

D4.1)a) Developper en série de Founer la fonct|on deoner 2t définie sur Jm, 1] par f(X) = x2; en déduire
les sommes zl/nz z( " e, Zl/(2n + 1§, zlln Zl/(2n +1).
b) Developper en serle de Fourier la fonction déogér 2t définie sur [0, & par f(x) = x2; en déduire les

sommesZ 1/n2 et Z( 1) /I’l2 (Attention : f n'est pas paiye

D4.2) Développer en série de Fourier la fonctlorpdaode b def|n|e sur I, 1 par f(x) = cosgx) ou a

n'est pas un entier ; en déduire les somm%lll(nZ a?) et Z( 1) /(n2 a2). Montrer ensuite I'égalité :
=

cotan(x) = 1/x + 2)(211/(x2 - n3®B) ; pour quelles valeurs de x cette égalitéelistvraie ?
e



D4.3) Soit f(x) la somme de la sérﬁosin3(nx)/n! & rée) ; déterminer son domaine de définition et mantre
k=
gu'elle admet un développement en série de Fayulen calculera. Exprimer f a l'aide des fonctiosgelles.

1
D4.4) Polyndmes de Legendréour le produit scalaire (P|Q) f_:l P(X)Q(x)dx Montrer que la famille
1 d

2'nt"dx"
que (LJQ) = O pour tout polynéme Q de degré strictamieférieur a 1§ ; et que la famille {(n + ¥%).Ln(X)) €St
l'orthonormalisée de la base. Rontrer que, si &2 : (N + 1).L+1(X) - (2n + 1)X.L,(X) + n.L,.1(X) = 0 (gtablir

gue (2n + 1)Xk - (n + 1)L est un polyndme de degré inférieur ou égal)a Montrer finalement que L vérifie I'équation
différentielle : (3€ - 1).Ln(X) + 2X.Ly(X) - n(n + 1).L,(X) = O (appliquer la formule de Leibniz a : {X1)((@ - 1)))™?,

eta: (n(R- 1(x2- 1)),

(Ln(X)),y e€st orthogonale, avec :y(X) = ((X? - 1)) (Plus généralement, on peut montrer en intégranpsies

D4.5) Soit E un espace euclidien de dimensi8nmuni de la base orthonormak® = (e, &, &) ; trouver trois
droites D, D,, D; telles que Vect(@ soit bissectrice de @PDs), Vect(e) soit bissectrice de (DD3), et
Vect(e) soit bissectrice de (DD.).



