E2) TD : Fonctionsde R” dans R" (deuxiéme partie

E2.1) La fonction définie sur {(x, \)] R%, y# 0} par: f(x,y) = (1 + x2 + y2).sin(y)/ly admetle une limite en
(0, 0) ? Si oui, laquelle ?

- Corrigé: La fonction f est produit de deux fonction§x, y) = g(xy).h(y) ol g(xy) =1 + x2 + y2 est
continue surR?, et h(y) = sin(y)/y est au départ continue $Rir, mais peut étre prolongée B en posant
h(0) = 1 Ainsi f étant produit de deux fonctions admettane limite en (P0), elle en admet elle-méme une :

lim f06y) = (lim g0 ). lim hey) =1

(x, )~ (0,0 Qx, )~ (0, 0) )~ (0, 0)

E2.2) La fonction définie sur {(x, )} R%, |x|# |y|} par: f(x,y) = (1 +x + y)/(x2 - y?) adrrelle une limite en
(0, 0) ? Si oui, laquelle ?

1
-y +o0. Par

- Corrigé: @ Solution préconisée Iim (1 +x+y)=1; . lim
9 B (x,y)a(o,O)( y) xy) - (0,0X>

im 5>
x-00X% - y?
I <yl x> 1yl

produit, il y a deux limites éventuelles, ce qeish'pas possible. Donc f n'admet pas de limitéGeiD)
@ Solution utilisant les : Il faut trouver une qui ne marche pas, et ceci pour toutes les vablirg possibles.

W <N = IX]<n et |y] <9 ;donc (£ x2<n? et 0<y2<nz2 Par suite : 92 <x2-y2< 22 etalors:

1 1 1 1
X2 - y2 2n2 ou XZ - y2 2r-|2

-1
<2 ou

1 1
X2 - 2 >
Dans ce cas, si on choigit= 1/4, il n'existe pas d' qui permettraient d'avoir une limite finie.

Quel que soitn il existe des couples (x, y) tels que : N, < 1, et pour ceux-la X2 -y

Il ne reste plus qu'a constater que pour |x| <€lgis I'inégalité valide sera la prem|er§;_—y2< ce qui aura

-1
2n?
pour conséquence que la limite sesa et pour |x| > |y| c'est le contraire, a savioir.

- Conclusion Comme il ne peut pas y avoir deux limites distis, il n'y en a pas du tout.

E2.3) La fonction définie sulR2\ {(0, 0)} par f(x, y) = (x2 + y2).sin(1/(x2 + y2))et (0, 0) = Q est-elle
continue en 0 ? Est-elle de classe?C

- Corrigé: On considére f comme la composée de deuxifamcig(x y) = X2 + y2 qui est de classe “Csur
R?, et h(X) = X.sin(1/X) pour X 0, et h(0) = Qqui est continue suR. Alors : f=hg est continue sulR®

On calcule ensuite les dérivées partielle dpofir (xy) % (0, 0) :

of ., 1 1 , 1 of ., 1 1 , 1

&(Xa Y) = 2X'(s"|k2 + y?) - X2 + yZ-COSS(Z + y2))1 a_y(xa y) = Zy'(S“IkZ + y?) - X2 + yZ-CObS(Z + y2))

Ces dérivées partielles ne sont pas bornées anagisde (00). En effet, soit, par exemple :
R S 1 _ i - OF _of -

X=y PN alors :3; Ty 2, d'ou : ax(x, y) —Dy(x, y) = 2\/51

Quand n devient grand, x et y deviennent b@sins de 0 tandis que les dérivées partielles deviennent
infiniment grandes ; f n'est donc pas de cla8eEn fait elle est quand méme de classes@ R2\{(0, 0)}.

E2.4) L'application définie suR® par f(x, y, z) = (x + y2, xy?z) est-elle desse € ? Si oui, donner sa matrice
jacobienne. L'application définie dB?> dans R® par g(x, y) = (x2 +y, xye’) est-elle de classe '@ Si oui,
donner sa matrice jacobienne. Donner la matricebjaone de ¢ de deux fagons différentesa) par calcul
direct ; b) en utilisant la formule de composition.



E2-2

- Corrigé: f est de classe 'Gsi les six dérivées partielles le sont, ce qulessas :

of af of af of f
Y ) =L XY, 2) =2y X, Y, 2) = Q G Y, 2) S Y22 5K Y 2) = 2)yZ (X, Y, 2) = XyR
of, ofy of;
On les réunit dans la matrice jacobienng= \gfxz nyz gfzz = Jx,y, z)]=(y1Z 2?;2 X?,z).
o Oy oz

De méme, g estde classé € les six dérivées partielles le sont, ce qulessas :
L} — oy 9% - 2 —y 9% -0 9% _
BX(X’ y) - 2X5 ay(xi y) ! aX(X y) y! y(X' y) =X X(X’ y) - 0! y(xr y) - é/

Og Oy
ox Oy

2x 1
On les réunit dans la matrice jacobienng = %?f %?f = Jlx, y) =(y x).
0 ¢

9g; 9gs
ox Oy
e a) of(X, y,2) = g(X + Y2, xy2z) = (X2 + 2xy? +y+ Xy?z, X2y?z + xy'z, €¥%), d'ol :
(o), (goh: (gof);
ox dy 0z
2X + 2y? + y2z Axy + 4y3 + 2xyz  Xy? )

Joet = Q(gf)'z aigc’?% alg?fb = Jel(x, y, 2)] =( 2%z ¥z eyz+ Axyz X2y + xf

27 &2 2xyz.8Y? xy2. 8
0(gof)s 0(gof)s O(gof)3
0x oy 0z

b) ‘ch'f[(xi A Z)] = ‘1_3][()( + y2, XyZZ)]fo[(X, y,Z)] =

2x+2y2 1 1 2 0 2X + 2y2 + Y2z 4xy + 4y® + 2xyz  Xy?
Xy?z X+ y? 27 2xyz X 2) =| 2xyxz+ )fZ 2x?yz + 4xy3z X2y2 + Xy1 .
0 eXyzz Vi y. 4% y2z8 xy z 2xyz. exy 7 Xy2. exy 73

E2.5) Donner les dérivées partielles secondes défihie sur {(x, y)J R?, y# 0} par: f(x, y) = Arctan(x/y)

Cette fonction vérifie-t-elle —(x y) +2 dy 2(x y) =0 (onction harmoniqu?

., of X -2Xy 0% X2-y?2 9% 2xy
- Corrigé: —(x y) = ==L (X, y) = =X+ e axz(X y) =

X2+ y2= a X2 + y2’ axay(x y) X2+ y2: ayz(x y) X2+ y2-

C'est bien une fonction harmonique cq?%(x, y) +g—;(x, y)=0



