E4) TD : Fonctionsde R dans R" (quatrieme partie

E4.1) Soit f, g et h les fonctions d& dans R?, définies par :
flt)= (B t-1t+1), gt)=(@+42t-22t+8.
Calculer : (f(tg()"> et (f®Ig®f’ en utilisant les formules de Leibniz.

- Corrigé: (o)™ = 1) 0g®® + 3./ 100 + 3.5 0g®® + 1 09 =

(6,0, O)I(t2 + 4, 2t - 2 2t + 12) + 3.(610, O)I(2t, 2 - 2t 2 + 2t) + 3.(321, 1)I(2, -2, 2) + (B t- 1, t + 1YY0, 0, 0) =
(0, -12t - 122 12t - 1212) + (Q-36t - 36t2 36t - 36t2) + (126 - 18t2 -6 - 1812) + (00, 0) =

0 gM)> = (12 6 - 48t - 6012-6 + 48t - 60t2)

(®lg®” = ("®Olg®) + 2.FOIg®) + (OIg"®) =

((6t, 0, O)|(12 + 4 2t - 12 2t + 12)) + 2.((3121, 1)|(2t 2 - 2t 2 + 21)) + ((13t- L, t + 1)|(2 -2, 2)) =

613+ 24t + 1213+ 4 -4t + 4+ 4t + 263 - 2t + 24+ 2 = (f(t)|g(t)52) = 20t3 + 24t + 12

E4.2) Déterminer s'ils existent, les extremums destfons : a) f(x, y) =x3-y2-x;b) f(x,y) = x&' +ye;
c) f(X, Y, z) = x32 + Xyz +y - Z éErire la formule de Taylor & I'ordre dgux

- Corrigé: a) ﬁ(x, y)=3x2-1] ﬁ(x, y) = -2y ; il y a donc deux points critique\i/si—g( 0). Déterminons leur
nature : R = (x y) = 6x, S— (x y) =0 T——(x y)=-2;A=F-RT=12xici: A:i4\/§.

Conclusion : Seul le point\;/%, 0) estun extremum, un maximum car R <0

b) %(x, y) =€’ + y €, 0—;(x, y) = x€ +€; il y a donc un systeme a résoudre’:= -y €, x.(-y€) +¢€& =0,

dou: xy=1 xe”+e&=0.
Soit g(x) = xe¥* + & ; elle ne peut s'annuler que pour x < 0: gi{XL - 1/x)e"*+¢& >0 pour x <OLla
fonction g est donc strictement croissante sei, Q[, avec g(-1) = Oqui est ainsi son unique annulation.

1/x

Il'y a un unigue point critique (1) dont il faut déterminer la nature :
R -—(x y)=ye, S= (x y) =€ +€, T=2 z(x, y) =x&, dou:A=F-RT =¥ +&¥ + (2 - xy)&";

ici: A=3k2>0, il n'yadonc pas d'extremum.
of _ of _ of _ \ . .
C) &(X, y,Z)=x+yz a—y(X, y,2)=xz+1 g(x, y, ) = xy - 1 Il y a donc un systéme a résoudre :

2)+@3): x(y+2z)=0mais x£0 sinong—;(o, y, 2) =1#£0; donc: z =-yqu'on remplace :
X-y2=0 donc x =y2etainsi: xy=y3=1Enendéduit: x=y=1 et z = -dest-a-dire le point (1, -1).
On calcule ensuite les six dérivées partiellesrs@es pour écrire la formule de Taylor :

(x y.2)=1 axa Ly, 2)=2 (i:), az(x y)=0 az( y)=0, aa(x Y. 2) =y (i), aaz(x y.2) =

(ici 1), d'od : f(I+hy, 1+hy, -1+h) - f(L, 1, -1) = 3hZ - byhy + hyhg + hohy + O(IF + 18 + 19).

Le signe n'est pas constarar(exemple : h=h =0 - +; h =0, h, et iy de signes contraires -), ce€ n'est donc pas un
extremum.
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E4.3) Trouver un triangle d'aire maximale inscribglan cerclepar exemple, le cercle trigonométriquddonner deux
solutions du probléme, une utilisant les angld'aetre non.

- Corrigé: On fixe le centre du cercle a l'origine, et sayon égal a Jcar les autres solutions sont obtenues
en appliquant une simple homothétie. On fixe lerpee point A(1, 0) car les autres solutions sont obtenues en
appliquant une simple rotationoothétie et rotation. similitude).

® Avec les anglesSoit B(cos(u) sin(u)) et Qcos(v), sin(v)) les deux autres points. L'aire d'un giampeut
0o 0o

étre calculée avec un déterminant, par exempllet(AB AC)| = 3.|cos(u)sin(v} sin(u)cos(v)+ sin(u) - sin(v)|

Le couple (uv) cherché est donc un extremum de, ¥ju= sin(v - u) + sin(u) - sin(v)On calcule donc :

%(u, v) =-cos(u - v) + cos(u)g—\f/(u, v) = cos(u - v) - cos(v) ; les points critiquesifient donc :
cos(u) = cos(v) = cos(u - v) ; donc : v = xu #2kcos(u - (xu + 2k)) = cos(u) c'est-a-dire : cos(u) =1 ou

cos(u) = cos(2y)a savoir : u =2k ou 2u =z*u + 2R, ou encore : u = ZK3.

Comme il est exclu que u =1fkou le triangle serait plat et d'aire nulle, alars= +273 ; par symétrie selon
I'axe des abscisses, on peut fixer u#32Auquel cas v = @3, et le triangle ABC est équilatéral.

On peut vérifier par acquis de conscience que laslestun extremum :
R -—(u V) =sin(u - v) - sin(u) S = (u v)=sin(v-u) T= fz(u, V) = sin(u - v) + sin(v)
A= -RT=..=-9/4 <Qc'est bien un extremum.

Conclusion : Les triangles d'aires maximales sqaotlétéraux.

® Sans les anglesSoit B(u, \/1 - u?), c(v, -\/1 - v3) car on se permet de supposer que lesgpcamisidérés ne
sont pas du méme coté de l'axe des abscisses.

0> 0o
1.|det(AB AC)| =%.|(1 - u\J1 - v2 + (1 - W1 - u on cherche donc les extremums de
flu,v)=(1-u\1-v2+ (1-w1-u2
%(u, V) = ‘\/1 -v2-(1- v)m(/l - u? %(u, V) = ‘\/1 -u2-(1- u)vs(/l - v2 Les points critiques vérifient donc :

(v-Du=(u-1v=yl-ud/l-v3dol: u=v et (u-1u=1-u?;donc:22w-1=(2u+ 1)(u-1)=.0n
en déduit: u=v =3 (carsi u=v=1 les trois points sont confonduec A.

Les points solutions sont donc:(A, 0), B:(-3, 3?) C:(-3, -32E), ce qui forme un triangle équilatéral. Il reste a

vérifier que c'est bien un extremum en calculant :
v l1-u

R ——(u V) = W 02 :%(u, V) = ,—1u_ T NERRY. T ——(u V) = —372(1 V7
A=S-RT = (-24/3)? - (4A/3)(4A[3) = -4 <0 donoK.

E4.4) Soitf de classe Tdéfinie sur A ={(x, y)JR? x >0}, & valeurs danB, et g de classe *Giéfinie sur
2

B={(p,0), p>0 et § <12} par: gp, 0) = f(x, y). @) Exprimer %}% en fonction de f ef ses dérivées

partielleg, p etB. b) Idem avec x et.\c) Trouver f telle que : yg; 2xy6);fy 23—; = xg—i + yg—;— f.

- Corrigé: a) g(p, 6) = f(p.cos@), p.sin@)), donc, en notant p(8) = (p.cos@), p.sin@)), on peut écrire g =
fou et appliquer la formule de composition, par eplensur les matrices jacobiennes. On obtient ainsi

%g(p, 0) = -p.sin(e).g—i(p.cose), p.sin@)) + p.cos@).g—f(p.cose), p.sin@®)), et alors :

2916, = .0050) 2(p.cos6), p.SB) - p.SINE) 2(p.Cos6). p.5E)) *



E4-3

-p.sin(e).% (p cos@), p-sin@®)) +p. cos(a) 00y (p cos@), p-sin®)) =
0.0056) p.cos), p.sin)) - psm(e)a—(p c0s@), psin@) - psin®)Z (o, 6) + pcos@)a %o, 0)=

-p.cosg). a—(p .c0s@), p-sin®)) - p. sm(e) (p cosg), p-sin@)) +
- p.sin(e).&.(-p.sin(e).g—)f((p.cose), p.sin@®)) + p.cos@).%(p.cos@), p.sin@))) +

p.cose).;—y.(-p.sin(e).%(p.cose), p.sin@)) + p.cose).%(p.cose), p.sin@))) =

-p.cose).%(p.cose), p.sin@®)) - p.sin(e).g—;(p.cose), p.sin@)) +

pz.sinz@).g—l(p.cose), p.sin@)) + p2.c0326).g—2f2(p.cose), p.sin@©)) - 2p2.sin(9)cos@).ai—;(p.cose), p.sin@)) =
b) aez(p 6) = xax(x y-yd dy Tx,y) + y2 (x y)+ xzﬁ(x y)- 2xyax—ay(x y)-

] 9g - o of
Remarque 25(p, 6) y-ax(x, y) +><-ay(x, y)-

oy
062
g(p, 6) = a).cosP) + b(p).sin®) = ap).x/p + b().y/p. Comme agf)/p et bp)/p sont des fonctions dp, soit

A telle que(p) = af/p)A/p et u(p) = b&/p)Alp car alors a)/p =A(p?) =A(X2 +y?) et bo)/p = e + y?).
Ainsi, la solution est : f(xy) =A(X2 + y2).x +H(x2 + y2).y, ol A et g sont des fonctions de classé @n peut
vérifier qu'une telle fonction remplit la conditisouhaitée sans autre restriction sur le choix det u).

c) L'équation donnée en exemple final est donc idaeta : g, 8) + 2=.(p, 8) = 0 ; qu'on sait résoudre :



