CORRIGE - ExoTech N°4 - Equa Diff 274 Ordre

Objectifs : - Savoir résoudre une équation différentielle du 2" Ordre
A travailler : - Vitesse d’exécution (les refaire des dizaines de fois pour accélérer)

- Attention aux constantes d’intégration et aux changements d’origine des temps...

Qu 1 : Qu’est-ce que ’équation caractéristique associée a une équation et pourquoi doit-on la résoudre ?

Qu’est-ce ? - Polyn6me du 2™ degré obtenu en injectant £ (l’ ) =Ae"™ dans I'équa diff du 2 Ordre.

Pourquoi l'injecter ? - On sait que les solutions générales sont du type exponentiel. On cherche donc une
solution sous cette forme et on l'injecte pour trouver ces solutions ... :
2, r : 2 : 2 2
r'le” +2cw, - rie” +w;-Ae" =0 << r +2ow, r+w,=0

Pourquoi la résoudre ? > En obtenant les valeurs 11 et r2 solutions de I'équation caractéristiques (z;,r, € C), on

en déduit les solutions de I'équa diff : f(t) = 216’[11 + ﬂzerz't, A4 eR

Exo 1 : Sans amortissement  (détailler les étapes)

2 0)=U,
Onadugt)+a)§-u(t)=0,a)OGR+,eté t=0, U( ) 0,Pourt>0,calculeru(t)=

dr #(0)=0

1_u*™ (t)=Acos(a)0t)+Bsin(a)0t)

_ 0
3_u(t) =uM ([ + g PART ([) = Acos(a)ot)+ Bsin(a)ot) d’oh:_

2 _
OnadXSt)+a)g-X(t)=0,a)OGR+,etét:0, A‘I(O)_O ,Pourt>0,calculerX(t)=

dr x(0)=V,

1_x%" (t)z Acos(a)ot)JrBsin(a)ot)

2_XPART(Z_):0

3_x(t)=x"" (£)+ x™*" (t)= Acos(w,t)+ Bsin(w,r) 4OV

4_Cn_x(0)=0=4

Cr2_x(0)=V, = Bo,

2 _

Onadc;ltgt)+a)§-u(t)=l//,a)0€R cetat=0, H(O)_O,Pourl‘>0,ca1cu1er u(l‘)=

<.
—_
(@]
~
Il
(@]

d’ou:




Ona d2th)+a)g -X(l')=0, @, eR", eta t=t,, {A_{(to)zXO,Pour t>t0,ca1cu1er X(t):
dt X(Z'O) =0
1_x*V(£) = Acos(a, (¢~1,))+ Bsin(a, (- 1,))
2 xR (£)=0
3_x(e)=x™"(e)+x™ () = Acos( @ (=1, + Bsin(@y (¢ ~,)) d’m\l:_
4_CN_x(t,)=X,=A
CI2_x(t,)=0=Ba,

Exo 2 : Autre cas particulier du 2" Ordre qui n’apparait pas sur la fiche méthode (détailler les étapes)

2 0)=U,

Ona d ugt)—az-u(l')=0, aeR" etat=0, {U( ) 0,Pourt>0,calculer u(t):
dr 1(0)=0
1_u®"(t)=A-ch(at)+B-sh(at)

0
3_ll(t): SSM([ +uPART([):A-C]](a[)+B.S]1(al-) d’oﬁ:_

CI2_u(0)=0=aB

at + —at
(Utilisation des fonction cosinus et sinus hyperboliques : 2 )

eat _ e—at

sh(at)= ——

(ar)=
d’x(t x(0)=0
Ona ( )—aZ-X([)ZO,aeR+,etét=O,{ ( ) ,Pourt>0,calculerX(t):

v

0

%(0)

Z_XPART (t)=0
3_X(t): x SSM (t)+ PART (t): A-ch (at)+B-s]1 (at) dou: -

Exo 3 : Avec amortissement (détailler les étapes)

2
.4 th) 200, dx(z)
dr dr

On

+wg-x(t):0, avec @, eR", o>1etar=0, {X(O) _%, Pour t >0, calculer X(l‘)=
#0)=0
1_eq_caract:r’+2ow, - r+a; =0
A=4a} (0" -1)>0
— 2 racines réelles distinctes : Ly, =@ (—O'i o’ —1)
XSSM(t)=A~e'1t+B~e’2t
2_ X" (1) =0
3_X(l')=XSSM (t)+XPART (t)zA-erlt +B-e”
4_CN_x(0)=X,=A+B
CI2_x(0)=0=Ar, + Br,




Ona de(t)+20.w .dx(t)+w2.X(t):0, avec @y €R", o=1eta r=0, {X(O):XO, Pour t >0, calculer X(l')=
dr’ Va7 x(0)=0
1_cs'q_c,suract:r2 +20'a)0~r+a)g =0
A=4a)§(0'2—1)=0
— 1 racine double : r = —cw,
X (£)=(Ar + B)- e Tou: _
2_XPART (t) -0
3_X(l‘)= x5M (t + x PART (t)z (At+B)-e"
4_CIn_x(0)=X,=B
CI2_%x(0)=0=A+Br

Ona dzx(t)+20a) -dX(t)+a)2.X(t)=0, avec @), eR", o<letar=0, {X(O):%,Pour t >0, calculer X([)=
dr* Cdr x(0)=0
l_eq_caract:r2 + 20, -r+a)§ =0

A=40;(c?-1)=0
— 2 racines complexes : r,, = —ow, £ 1o V1 - o’ =-ow,tin,
xBM (r)=e" ™" (A cos(w,t)+ B sin (a)Pt))
Z_XPART (t) -0
3_x(t)=x""(t)+x™ T (¢)=e"" (A cos(@,t)+ Bsin (a)Pt))
4_CIl_x(0)=X,=4
CI2_%(0)=0=-c0,A+w»,B
A=X,
B ocw,A _ cX,
On obtient alors : W, 1- o2
Exo 4 : Réponse a 'échelon — Avec amortissement (détailler les étapes)

Ona de(t) +20w -df(t)+a)2.f(t):1//, avec @, eR", o>1,etat=0, {f 0 :O, Pour t >0, calculer f(t):
dr*  dr " £(0)=0
l_eq_caract:r2+20'a)0~r+a)§ =0

A=4w} (0’ ~1)>0
— 2 racines réelles distinctes : 7, = @, (—O'i o’ —l) B=
5 (t)=A-e" +B-e™ {A:

v d’ou : i
2 PR (=Y

3_£(e)= £ (e)+ £ (¢)=L v A-e™ + B-e™
wO

4_cn_r(0)=0=2+4+B
@y

CI2_£(0)=0= Ar, + Br,




£10)=0
Ona d;igt) +20-a)0.di1(tt)+wg.f(t):¢//, avec @, eR", o=1,eta =0, {f(O):O’ Pour t >0, calculer f(l’)z

1_eq _caract:r’+20w, r+a; =0

A=4a)§(0'2—1)=0

— 1 racine double : r = —ow,

£S5 (t)=(At+B)-e™™"
0 fPART _v dot :

= " _
3_f(t)=f55M (t)+fPART (t)=%+(At+B)-e""“’°[
a)O
4_cn_r(0)=0=2+5
a)O
CI2_£(0)=0=A+Br
£10)=0
Ona d;igt) +20-a)0.di1(tt)+w§.f(t):z//, avec @, eR", o<1,eta t=0, {f(OizO, Pour t >0, calculer f(t):

1_eq _caract:r’+2cw, r+o; =0

A=4do, (0'2—1)=O

— 2 racines complexes : 1, = —ow, £ io,V1 - o’ =-cw,tin,

£5M (r)= e (A cos(w,t)+ Bsin (a)Pt))
9 fPART _v

(=L,
3_£(e)=£""(e)+ £ (¢)= LZ+ e 7 (A cos(w,t)+ B sin(a)Pt))
a)O
4_cri_r(0)=0="+4
a)O
Cr2_£(0)=0=-cw,A+w,B

7

On obtient alors :




