F1) TD : Intégration (premiere partig

dx

m)@ sin(x) ; J:Sin"(x)cosZ(x)dx

F1.1) Calculer les intégrales suwante{s (Arcsin(x)Ydx ; J

- Corrigé: e On peut directement intégrer par parties, maaiait plus simple de faire d'abord un changement
w2

de variable rbéme si, aprés coup, la méthode directe se réife} X = sin(t) : f (AI’CSIn(X))ZdX f t2 cos(t)df qu'on

integre deux fois par parties :
w2 w2

Ii(Arcsin(x))zdx:[t%sin(t)]_ﬁ-zj tsin(yt - 2(tcos(] - S +]cos(idt) =5 - 20sin()] =24

- Directement par parties [ _(Arcsin(x)fdx = [x.ArcsinZ(x)]1 - erl%(&dx = (pour u = Arcsin(x) v’ =ﬁ2)

%2- 2([+/1- x2.Arcsin(x)]l1 +J;dx) =7

e Comme c0s(3x) = cos3(x) - 3.cos(x)sin2(¥Jrmiule de Moivrg, alors :
€0S(x) + cos(3x) = cos(x)(cos?(x) - 3.sin?(x) +=12.cos(x)(1 - 2.sin3(x))

- Il est plus simple d'utiliser : cos(x) + cos(3x¢os(p) + cos(q) = 2.051513)005%1) = 2.c0s(x).cos(2x)

dx 1™ cos(xdx cos(xdx o .
Donc: jo cos(x) + cos(BXT 2 jo cos?(x)(1 - 2. smz(x)f 2 Io (1 - sin3(x))(1 - 2. st(x)) pour u =sin(x) :
J_nre dx J_ du I 12 du 1 jl/2 d(\/_Zu) 1]’1/2 du ~
0 COS(X) + cos(BXT 2l @-w@a-2uy 2 (1 2u2 1 - uﬂ) \]'z 01- (\/_Zu) 2799 1-u2”

(V0|r F1.4 pour le développement de la primitive drgth(u) :5.In((l +u)/(1 - u)).

ﬁ [Argth2u)], - 3.[Argth(u)], = é.Argth(\%) -1 Argth@) = é.ln(l +/2) - 1In(3).

* Avec les formules d'Euler : ${®)cos?(x) =gz (eJX - e + e™)2 =5 (eIX - g™ - &™) + ™) =
é"(éx e - e =54 (eelx +e%% 2™ 2% - % - €7 + 4) =5;.(cos(6X) -2.COS(4X) - €OS(2X)) #, d'ou :
fzsin“(X)cosz(X)dx =5.[5.5in(6X) -3.5in(4x) -%.sin(Zx)]: + %_[x];‘ =16

On peut aussi se passer des formules d'Eulef(xgias?(x) = sin(x)(sin?(x)cos?(x)) Esin2(x)sin(2x) =
%.(1 - cos(2x))(1 - cos(4x)) =.(1 _ cos(2x) - cos(4x) + cos(2x).cos(4x)s£cos(6x) -2.cos(4x) - cos(2x)) #-

Ensuite, commd cos(nx)dx = 0 :[ sin(x)cos?(x)dx = #.dx =16

F1.2) Calculer I'intégraléI ((x - y)dx + (x + y)dy selon les deux chemins donnés par :
M:{x=1-t, y=t tOI1=[0, 1]}, et: IN:{x = cos@), y =sin@), 60 1=[0, 1v2]}.
1
- Corrigé: e [ ((x - y)dx + (x + y)dy =] 2t.dt=1

. II ((x - y)dx + (x + y)dy = I:Z((cos@) - sin@)).(-sin(@))d6 + ((cosP) + sin@)).cosP)dd) = Irovzde =T172.

- Remarque On va dans les deux cas du point @L au point (Q1) et on ne trouve pas le méme résultat.
Une différentielle dont I'intégrale ne dépend pagldemin choisi est appelée une différentiellel¢ota

On a, par exemple, une différentielle totale emgeant un seul signe dans I'énoncé : Pou(d,®) et B(O, 1),
B
alors : IA((x -y)dx - (x + y)dy = -1 selon les deux chemifg et I',, ainsi que tous les autres. La raison en est

qu'il s'agit de la partie réelle de f(z)dz pof(z) = (1 +i)z. L'intégrale est ainsi égale a la partie réelle de



F1-2

Iilf(z)dz =-14.

n
F1.3)a) f étant dérivable sur [0, 1¢alculer :nlim%.i:Zlf(i/n)f ‘(in).
2n
b) f étant continue par morceaux sur [Q,édrire sous forme d'une intégralgﬂ;ﬁgi:ioinf{i, 2n - i}.f(i/2n) .

- Corrigé: a) Soit a=0 b=1 et g(x) 3.f(x)% alors, la somme de Riemann de g' surl]Oest égale a son

intégrale : Ilmb— Z g 'a+ |b— = I|m o IZl f@i/n)f '(i/ln) = I ,g'(x¥)dx = [g(x)](l) =g(1) - g(0) =5.(f(1)? - f(0)D).

—~00

b) Z|nf{| 2n - i}.f(i/2n) = —Zlnf{l 2n - ik f(|/2n)+ = Z (Inf{i, 2n - i}£(i/2n) =

2n n

Z 1.f(i12n) + l Z (2n i).f(i/2n) =— 2r]f( /2n) + Z (1 2r) f(i/2n).
On pose j=i-n dans la seconde somme, etmpémr i de 1 dans la premiérear(le premier terme est jul

Z inf{i, 2n - i}.f(i/2n) = < z o i) +2 (% Ld+d,

On pose : g(x) 3.1(), et: h(x) :%-%).f(z +%); alors én remettant i ala place dp

2n

L S infgi, 2n - ihfGi2n) = 2.3 g + 2.3 he:
pep Nl {i, 2n - i}.f(i/2n) = n'izlg(n) N G-
Ce sont des sommes de Riemann avec a =0 ¢, leslimites sont donc les intégrales :

lim n%.iz:)inf{i, 2n - i}.f(i/2n) = 2.(f:g(x)dx +J:h(x)dx) =I:(x.f(§) +(1- x).f(%S)dx.

¢ || y a un autre changement d'indice pIus inténetssk = 2n - i ; alors :
2n n-1 1 n-1 1 n- l . 1 n- :L

r]iz.izzoinf{i, 2n - iLf(/2n) = 2 1 2 if(il2n) +5 f(1/2)+ ZKA(L - ki2n) =5 2 LG +5 f(1/2)+ z “f(1-2).

Quand n tend vers l'infini, pour g(x) = %)f(et h(x) = x.f(1 %), on obtient :on.(f(é) + f(1 —%))dx.

F1.4) Calculer pour BI]0, W2[ l'intégrale : I Est-elle convergente quand 2 ?

cos(x)
dx _cos(x)dx_ cos(x)dx _, a

cos(x)~ cosz(x) ~ 1-sin2(x)” \ - sm(x) 1+ sin(x

1 1

1- sin(x)+ 1+ sin(x?'

- Corrigé: 9 .cos(x)dx

On obtient, peu importe la méthodEOS(X): 3.0 cos(x)dx

En posant : u = sin(xplors : du = cos(x)dXAinsi :

b dx ) sin(b) 1 1
) =3/ (ﬁ+m.du (on peut aussi utiliser la dérivée de Argth slaboonnai).

0COS(X) "~
b sin
Iong((x) BLnL - w) +In(L + W} = 4 (11+s?||rr1](t|>3 = Argth(sin(b))

Elle diverge donc quand b tend vei®.



