F2) TD : Intégration (deuxieme partie

0 ~X 1 1 w2
F2.1) Etudier la convergence des mtegraléie.% 1)dx, Ioifi; Ioln)f)f)(ix; on+i)i(n(x); I AJtan(x)dx

- Corrigé: e La fonction f(x) 471) peut étre prolongée par continuité en posant (@ ; elle devient ainsi
continue, donc intégrable sur, [0.

X

e . .
~+1 est continue, donc intégrable, sur tout segment [@, +eo[ (condition nécessaire

¢ La fonction (&

d'intégrabilité : CN).

X

Etude au voisinage decot 0< €, dont on sait qu'elle est intégrable au voisindgeto (ne serait-ce que

x+1—

* La fonction f(x) =, ‘J‘l peut étre prolongée par continuité ened posant f(1) = “rpj_)n X = lim 1J_u_)n & '1” D e

nombre dérivé en 1 de HxIn(X)) (on peut aussi changer de variable en posant -t]éxDonC : f(y) =

f est continue, donc intégrable, sur tout segrdentQ 1] (CNI).

Etude au voisinage de O-r']-(% ~ -In(x) qui admet une primitive prolongeable pantinuité en Qa savoir la

X
fonction : (x—x - x.In(x)). Autre méthode 0< -In(x) < 1/\/?( au voisinage de .0
LlntegraIeI ﬂﬁ)d_ est donc convergente.

¢ La fonction (x> 9 est continue, donc intégrable, sur tout segrdeniq 1] (CNI).

X + sin(x

Etude au voisinage de 0 : sin(x) ~tonc qui n'est pas intégrable.

1 1
X +sin(x) 2x

L'intégrale | est donc divergente.

_dx
oX + sin(x)

¢ | a fonction (x—n/tan(x)) est continue, donc intégrable, sur togoeent de [QTU2[ (CNI).

Etude au voisinage der2 : /tan(x) ~ 14/cos(x) ; on pose yg- X, et on étudie 1{/0036— y) au voisinage
de 0: IX /cosé— y) = 1A/sin(y) ~ 1f\/§/ qui est intégrable au voisinage de 0

w2
L'intégralef0 \/tan(x)dx est donc convergente.

F2.2)a) Etudier la convergence puis calculer si possisdntégrales suivantes :

tIn(1 - x2)dx I * (In(x) +Arctan(x))dx
xX2+1

f cos(x)ln(tan(x))dx t(= sin(x), voire par parties; J

b) Montrer que les trois fonctions sous les S|gr{essont intégrables sur les intervalles ouverts li@mes
d'intégration. Ecrire la formule de changementakable avecq| pour la premiére intégralevéc t = sin(x).

- Corrigé: a) » La fonction f(x) = cos(x)In(tan(x)) peut étre fmogée par continuité em/2,en calculant sa
limite ; pour ce faire, on pose yr#2 - x et on calcule la limite quand y tend vérs

cos(x)In(tan(x)) = cos{2 - y)In(tanfv2 - y)) = sin(y)In(1/tan(y)) = - sin(y)In(tan(y) -y.In(y) - 0

On peut donc prolonger par continuité en posam/2f(= 0. Alors, f est continue, donc intégrable, sur tout
segment de ]av2] (cNi).
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Etude au voisinage de 0: cos(x)In(tan(x)) ~ In@li est intégrable au voisinage de 0 comme tayae
primitive qui I'est, a savoir x.In(x) - xou bien : 0< -In(x) < 1A/X).

w2
L'intégrale | . cos(x)In(tan(x))dx est donc convergente.
On integre par partiesu € In(tan(x)) v' = cos(x), mais sur [Qb],ou I'on fera tendre b vers/2 ensuite :
b b
IO cos(x)In(tan(x))dx = [sin(x)ln(tan(x)ﬁ]— IO%X(Xf (cf. F1.9 = sin(b)In(tan(b)) - Argth(sin(b))
Il faut calculer la limite quand b tend ver#2, en posant a ®/2 - b, et faisant tendre a vers 0
sin(b)In(tan(b)) - Argth(sin(b)) = -cos(a)In(tan(a)Argth(cos(a)) =
-(1 - a2/2 + 0(a?)).In(a) - Argth(1 - a2/2 + o(a®)}(1 - a%/2 + o(a?)).In(a)% |n(ﬁ§ =
-(1 - a2/2 + 0(a?)).In(a) 2.In(2 - a%/2) +3.In(a2/2) = -(1 - a%/2 + o(a?)).In(ak-In(2 - a?/2) + In(a) 5.In(2) =
(a2/2 + o(a?)).In(a) 3.In(4 - a2) dont la limite vaut -In(2) :

" cosin(tan()dx = -In(2)

w2 1
- Autre méthode On pose t = sin(x) [ cos(x)In(tan(x))dx :Ioln(\lﬁz)dt =

f:ln(t)dt -%.I: (In(1 - t) + In(1 + t))dt = [t.In(t) - ;j+ I -0In(d-1) - (1 +1t)n(d +1) + 2i]=
-1+3.(-2.In(2) + 2) =-In(2)

I"I! X?)

e La fonction f(x) = 1 peut étre prolongée par continuité en 0 enmodé0) = -1. Alors, f est

continue, donc mtegrable, sur tout segment del[[ECNi).

- - 2
Etude au voisinage de 1|_r:1_(1X2_x) ~1In(1 - x) qui posséde une primitive prolongeapar continuité en ,1a

savoir ; (x-1).In(1-x)-x
LlntegraIeI M est donc convergente.

On l'intégre par parties € In(1 - x2) v' = 1/x), mais sur [Qb] :

Ibln(l x2)dx ~In(1 - x3) b fb 2dx _ ~In(1 - x? | ,1 + >3 b (1- x)In(l - x) (1 +x)In(1 + x)b

0o X2 =0 lo-die=0 - Il = X

tIn(1 - xz)dx (1 X)In(1 - x) (1+x)n(1+ x)l
X2 X X

, EXpression qui

admet une limite en 1], =-2.In(2)
- Autre méthode On peut utiliser le développement en série emtie In(1 - X) qui est valide sur, [ :

1n(1 - x2 1.1 2 ® 1420 2 © 1 _ i
I, n(l - x9dx Ioﬁ Z = dx =-Z I x=-2 Tonq) dui converge, et qu'on peut méme calculer :
< 1

x2
1 2n 2n+1 n+1
-Znen) = 2 Z 2n(2r+1)" 2 2 Gn1 2n) =-2, Z (2n 1+ 2n ) =2 Z =-2.In(2)

In(x) + Arctan(x)

e Lafonction f(x) =77

est continue, donc intégrable, sur tout segmen}dy +eo[ (CNI).

n!x! + Arctan!x)

X2+ 1
prolongeable par continuité, ou bien < @in(x) < 1/\/?()
In(x) + Arctan(x) _ In(x) Arctan(x) In(x) 1

x2+1 Tx2+17 x2+1 \F('x x2'

_ug[_

x2+1

Etude au voisinage de 0~ ~ In(x) qui est intégrable au voisinage de dar €lle a une primitive

Etude au voisinage decot: produit et somme de fonctions

intégrable au voisinage deco+Mais il est plus simple d'écrire, pour=x: 0< =332 et d'utiliser le

théoréme de majoration par une intégrale conveegent

* (In(x) + Arctan(x))dx
X2+ 1

L' mtegralef est donc convergente.
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. . P (In(x) + Arctan(x))dx_ " In(x)dx |~ (Arctan(x))dx
On la calcule en séparant la somme en deux in&grd| a1 =l evi )l et

seconde est de la forme uet on pose t = 1/x dans la premiére :

la

* (Arct d © TR
EAn)Jex [z.Arctan?(x)], =%.

0 x2+1
o _In(X)dx _ ~ In(L/t) dt _ (= In(t)dt _ o . 7 (In(x) + Arctan(x))dx_ 12
Soit I_J0 x2+1"I01+1/t2t2 —-f01+t2——l,dou. I-OFmaIement.f0 2+ 1 =3

b) Les fonctions sous les signéssontintégrablessi les intégrales sont absolument convergentes.

w2 4 2

) , lcos(x)In(tan(x))|dx :f:) cos(x)In(tan(x))dx HM cos(x)In(tan(x))dxil y a bien convergence absolue.
1 - x2 1 - %2

mmlxz—x)ldx: -foln 1 sz & y a aussi convergence absolue.

= In(x) + Arctan(x dx = I" (In(x) + Arctan(x))dx . J“’ (In(x) + Arctan(x))dx
0 x2+1 X =1 X2+ 1 a x2+1
fonction In(x) + Arctan(x) fbnction strictement croissante car sa dérivéstestement positive, négative enelét positive en 1 ;
a=0,59. Il y a une nouvelle fois convergence absolue.

, oU a est l'uniqgue annulation de la

Formule de changement de varialeur la premigre §,f = [ fo@.@), ol ¢ est de classe ‘Ge 3 sur .
“lei s () = Inﬁ, ®x) = sin(), @J) =@([0, ) = [0, 1] = 1. Alors :

o1 |n(\/%_tgdt =i,z IN(tAN()).IcOS(X)]lx

- Dans l'autre sens f(x) = Intan(x)).cos(x) o(t) = Arcsin(t) ®(J) =0, 1]) = [0, 3] = 1. Alors :

10, 2y IN(tan(x)).cos(x)dx F, 4, |n(tan(Arcsin(t))).cos(Arcsin(t))\?l%Jdt =

I[o, llln(\/%_tz)dt (car cos(Arcsin(t)=~/1 - sur [01]).

Ce sens parait plus approprié pour répondre a la gestion de I'exercice

F2.3) Trouver les polynébmes P tels qdé: (\/P(x) - X - 1)dx converge.

- Corrigé: ll'y en a au moins un qui vient tout de suit@sprit : (x + 13. Y en a-t-il d'autres ?
- 1% condition: P positive au voisinage deo+

Soit ax" le terme de plus haut degré de P ; la limiteten de P est donnée par le signe ¢depaur que la
racine de P y soit définie, il est donc nécessglle a> 0.

: P(x)-x2-2x-1
eme HS . H — H —
2" condition: )!IIT()]Q (\/P(x) X -1) —XIJm Po)+x+1 0.
Si n> 2, les termes de plus hauts degrés du numératelur éénominateur sont\l—%in,z = \/aqx”’z; la limite

serait infinie.

. . , . . -X2 L .
Si n <2 les termes de plus hauts degrés du numératedu éénominateur sont= - = -x; la limite serait
encore infinie.

Donc n = 2 soit les termes de plus haut deg:éag. "L _ (G- 1)X, ce qui rend nécessaire qug=dl. Soit :
N+ 1x a+1

P(X)=x2+bx+c

b-2)x_(b-2)
-2

Alors, les termes de plus haut degré sont mainte ”

, Ce qui rend nécessaire que b.Sait :

P(X)=x2+2x+cC



F2-4

A ce stade, la limite est bien nulle.

P(x) - 2xlcl

- 3 condition: Que l'intégrale converge ; au voisinage de en a maintenant- \/_) Tx+ 1 . Or,on
sait que ¢a ne peut converger que si c=1

Finalement : (x + #) est l'unique polyndme pour lequel cette intégcaleverge.

© In(x)Arctan(x)dx
x°

F2.4) Etudier la convergence des intégrales suigsasigonction dex : J X+ x“ ; I

- Corrigé: e La fonction f(x) = +lx“ est continue, donc intégrable, sur tout segmen}Qy 4eo[ (CNI).

~a qui est intégrable au voisinage de 0

. - . 1
Etude au voisinage de 0 : 8i< 1, o X

Sia=1, x +1x“ ~2—1X qui n'est pas intégrable au voisinage de 0

1
X+x@ X

Sia>1, qU| n'est pas intégrable au voisinage de 0

Etude au voisinage decot: Si o < 1, qU| n'est pas intégrable au voisinage de +

X+x X

Sia=1, " +1x°‘ % gui n'est pas intégrable au voisinage de +
Sia>1, x+1x°‘ @ qui est intégrable au voisinage de. +

Conclusion : L'intégraldox ?—Xx“ est toujours divergente.

¢ La fonction f(x) = est continue, donc intégrable, sur tout segmen}Qd +eo[ (CNI).

In(x)Arctan(x)
XG

In(x)Arctan(x)
XG

Etude au voisinage de 0: Si < 1, ~ X®In(x) qui est prolongeable par continuité, donc

intégrable au voisinage de 0

. In(x)Arctan(x)
Sia=1, e

~In(x) qui est intégrable au voisinage de dmfne ayant une primitive qui l'est, & savoir ()n
- x, ou bien : G -In(x) < 1K/X).

Si 1<a<2, In(x)A;gtan(x)~ IQ[(,? qui est intégrable au voisinage de c@r il existe 3 < 1 tel que 9(')%511
tende vers 0B(=a/2 convien).

In(X)A;aCtan(X) In(x) gui n'est pas intégrable au voisinage de 0

Siaz=2,

In(x)Arctan x)_ TLIn(x)
x4 2x°

Etude au voisinage decot Si a < 1, qui n'est pas intégrable au voisinage de +

1Lin(x)
2x°

Sias>1 In(x)A;ctan(x) T[.;I’\(X)

tende vers OB(= (1 +a)2 convien).

qui est intégrable au voisinage deo,€ar il existe > 1 tel que %

= In(x)Arctan(x)dx . .
Conclusion : L' mtegralé 0 est convergente si et seulement si : dl<2,

"sin(nx)dx

F2.5) Pour tout entier naturel, existence et calcul de) |, =J0x”.e'xdx i b) 1, =IO Sin(X) (calculer hiz- o).

- Corrigé: a) La fonction f(x) = X.€* est continue, donc intégrable, sur tout segmenfQd Heo[ (CNI).

Etude au voisinage decot Pour x assez grand,<0e* < x™?: donc: 0< x".e* < x?. Par suite, l'intégrale
converge.

lo =f: e*dx = 1 ; Par parties f: x.edx = [-X".e"] + n.[: x"Le*dx, donc : h=n.hy pour n= 1.
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Finalement : J=n!

b) La fonction f(x) :Ss%(%) est prolongeable par continuité en posant f(®) %&—’?: n.Sir;;X.si;((x . De

méme, elle est prolongeable par continuitétenen posant y - X, et en cherchant sa limite quand y tend

_sin(nx) _ sin(mt- ny) _ n+1Sin(ny) _ n+1 _sin(ny) _y . _ n+l
vers O'Sin(x) = sin@t-y) =(-1) “sin(y) =(-1) “.n: ny SinGY donc: ff=(-1) ".n.

Cette fonction est ainsi continue, donc intégrasile, [0,11.

lg=0; hL=TT; lpso-In= _[Z (sin(n + il)l’)l(zx-) sin(nx))dx: f: (sin(n + il)l’)l(zx-) sin(nx))dx: ZJZCOS((n + l)X)dX =0

Par suite :0nON, lb,=0 et pp=TL



