F3) TD : Intégration (troisieme partig

F3.1) Etudier, pour x >,da dérivabilité de la fonction :
de f(x).

- Corrigé: Rappel du cours :

Hypothéses Soit | et J deux intervalles réels eg: 1xJ — K =R ouC dérivable par rapport X. On suppose qued x [ 1, les

; en déduire une expression simple

w (ot X
f(x)f=0(e te )dt

0
fonctions (t— g(x, t)) et (t — Eg(x, t)) sont continues par morceaux et intégrables J. S'il existe une fonction@ continue par
. 0
morceaux et intégrable su telle que :[1 (x, t) (I 1XJ, |5g(x, < @).
. . - _ . o< [ 99
Conclusion: Alors la fonction f définie paf(x) —,[Jg(x, t)dt est de classe” Gur |avec : f(x) —,[Jax(x, t)dt.

ICi : Il faut d'abord établir la convergence de Igntée :

Pour x>0 :I: e™dt = 1/x, tandis que g(xt) est continue, donc intégrable, sur tout febuéné de ]Q +oo[

(condition nécessaire d'intégrabilité : QNI

t ot
- - -e . -
Etude au voisinage de O: Comrpe0 ﬁfq— = X - 1, on peut faire un prolongement par continuité.

Etude au voisinage de oot |g(x,t)| < sup€’, €%) (ie premier si x 1, le second sindp qui sont deux fonctions
intégrables au voisinage deoH. 'intégrale de g(xt) est donc bien convergente.

ot . g™

t

Hypothéses du théorémey(x, t) = est dérivable selon x avec%g(x, t) =e™; donc: (t—> g(x, t) et

o (ot _ ot o
(t— %S(x, t)) sont continuesér morceauk et intégrables sur J =,[8o[, les intégrales(og%Mt et | e™dt

étant convergentes :

Il ne reste plus qu'a trouvey, ne dépendant pas de %g(x, t)] =e™ < @(t) =% +1 qui est bien intégrable sur J

o (ot X
Conclusion : f(x) =Jow est de classe 'Csur | =10, +oo[, avec: f(x) = J.J%E(X, t)dt = 1/x En
conséquence de quoi f(x) =In(x) + k ot f(1),=dbnc k=0: f(x) =In(x)

L dt

F3.2) Etudier le domaine de définition, la contiguif. dérivabilité et les variations de : f(on?T)(v ainsi que

les limites aux bornes.
- Corrigé : Rappel du cours :

Hypothéses Soit | et J deux intervalles réels eg: 1XJ — K =R ouC continue par rapport & et continue par morceaux par

rapport a t. S'il existe une fonction positivé) continue par morceaux intégrable sdrtelle que : [I (x, t) O IXJ, |g(X, t)|< @(t)
(hypothése de dominatipn

Conclusion: Alors la fonction f définie paf(x) = IJg(x, t)dt est continue sur. |

ICi : Si on montre que f est dérivable, elle esbmatiquement continue, la démonstration de la naité est
donc inutile. On va la faire quand méme :

I
®g(x t) =%( est définie si x +t est de signe constantmdrguand t varie dans J = [D)], donc : Soit x <

-1, soit x > 0 Comme, dans ce cas on inteégre une fonction ammtiintégrale est définie. Ainsi :
| = Dy = J-o0, -1[0J]0, +oo[.

¢ Dans ce cas, la fonction g(¥ est continue a la fois selon la variable sur | et la variable t sur.J
Ensuite :
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Oa>Q pour xO]-, -1-a]0[a, +of : |g(x, t)|< @(t) = €7a qui est continue et intégrable sur J

Il s'en suit que f(x) est continue suro]-1-aJl[a, +o[ pour tout a > 0donc sur |

S0 =t
ax ) T (t+xP

est continue et intégrable surEh outre :
Oa>Q pour xO]-o, -1-al1[a, +oo : %g(x, t)| < W(t) = €/a2 qui est continue et intégrable sur J

Il s'en suit que f est dérivable supo]-1-a]l[a, +oo[ pour tout a > pdonc sur Javec :

' dt
11 =, 350 vt =T, 555
[ 2R f < SN L e g0 <L gonc: linf(x) = 0, et limf(x) =0,
Pour x>0: f(x)z t+ %= IN(1 +x) - In(x) donc : Xliron‘(x) = 400,
. tedt _ e =
Pour x<-1: f(xg fot X" e.(In|1 + x| - In|x])donc 'le.rIf(X) =-

- Remarque : L'encadrement In|1 + 1&|f(x) < eln|1 + 1/x| convient pour les quatre limites.
X+1 _u

e Autre méthode On pose u =t + x dans lintégrale, alors (x) f= e‘X.IX ehdu

, Ce qui prouve

automatiqguement la continuité et la dérivabilité duavec en outre : 'x) = -f(x) + ce qui prouve au

e 1
X+1"x
passage que f est de classg & solution d'une équation différentielle.

w2
F3.3) Etudier la continuité et la dérivabilité dé(x) = IO sin(x.cos(t))dt ; montrer que f est bornée. Déppér

1 4" (n1y?
f en série entiéref admet que : Z 2(k+)1 (k) (2n(+1))l

- Corrigé: Méme remarque qu'a l'exercice précédent, si amtma que f est dérivable, elle est
automatiqguement continue, la démonstration dendraté est donc inutile. On va la faire quand reém

® g(x, t) = sin(x.cos(t)) est définie et continue sdmwariable X1 | =R, et selon la variable ¥ J = [0, 172].
En outre : |g(xt)|< @(t) =1 qui est continue et intégrable sulEd conséquence de quoi f est continue sur |

. %g(x, t) = cos(t).cos(x.cos(t)) est continue etgnéble sur Javec : %3(x, )< W(t) = |cos(t)| du w =1) qui
est continue et intégrable surllXs'en suit que f est dérivable syravec :
w2
f'(x) = f J%g(x, t)dt =/ . cos(t).cos(x.cos(t))dt
w2 w2
* Comme -k cos(x.cos(t)k 1, alors : f dt<f(x) </ dt d'oti: 72<f(x) <m2.

2n+1

* On sait que : sin(x. cos(t))E( 1)".cog™(t) 7, )

2n+1 2n+1

L'intégrale J (Z( 1)".cog™(t) = Grrnpdt et la série Z( 1)’ (I co§”+1(t) n+D)] Sont convergentes ;

I'intégrale car c'est f(x)a série car elle est absolument convergente :
2n+1 ne |X|2n+1

Y1) 008" 0 rryl < 33 oy = 5.SM(X)

Ces deux expressions sont égales si on peut iniefee | et le  ; on sait que c'est possible avec les séries

entiéres, mais ici la variable d'intégration njgss x mais .tMais, comme pour tout entier naturel N on a
2n+1 2n+1

l'égalité : I (Z( 1)".co€™ () 7o it = Z( 1)’ (f cosz"”(t)dt) n+1) et ces deux suites étant égales terme

a terme et convergeant toutes deux, elles ne peawawerger que vers la méme limite.

o W2 2n+1
En conséquence de quoi : f(xg:(-l)”.(f0 cosZ”"l(t)dt).m, ou I'on pose u = sin(t) :
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L 1 nosny (ol nony ()¢ AN
[ cos™!(t)ydt =] (1-u?)'du :kgo(k) I (-u?f'du :go(k) ék—}l :(ZJn-I-_l% d'aprés l'indication.

n 4”.(n!)2 X2t 2 (-4)n.(n!)2x2“+1
2n+)r@2n+1)! T4 (@n+2)1)?

- Conclusion f(x) =3(-1)

- Démonstration de l'indicationPar parties u(= cog(t), v' = cos(t) :
1h=1" cog™ (it = [sin(ticod(®)] + 2n]  cog™t)sin?(t)dt = 2rf cog™t)dt - 2n] cog™ Ittt =

_ Ce . ._.2n __2n(2n-2) _ 2n(2n2)..2 4" (n?
In=2n.bo-2n.h dou: h=35 71 = Grrnen1yh2 = - “EnrEn-1)..310 = ey @ b=1).

F3.4) Montrer que pour tout réel x : f(xf =e""*dt = 2.[: e®.cos(tx)dt puis qu'elle est dérivable.

- Corrigé: Il faut d'abord établir les convergences :

-t2+itx

€ est continue, donc intégrable sur tout fermé &al@ ]eo, +co[ (CNI).

Au voisinage de e, elle est absolument convergente car :

0< |e™™ <e® quiy estintégrable car majorée, par , bt ', etc..
Au voisinage de e, elle est absolument convergente car :

0< |e™™ < e® quiy estintégrable car majorée, par .1/t2

On peut aussi séparer l'intégrale en deux en coyaanQ et changer de variable dans celle dont l'intéevedt
négatif en posant u =-t

Donc : I: e™™dt converge, et il en va de méme de sa partiteréetle sa partie imaginaire :

I: e™ixdt =J: e®(cos(tx) +i.sin(tx))dt =J: e®.cos(tx)dx +i.I_Z e®.sin(tx)dt ;

I: e™™dt est donc bien convergente, avdé e gt =I_i e™Xdt +I: e™™dt =

I_i e®.cos(tx)dt +f: e®.cos(tx)dt +i.(I_ooo e’ sin(tx)dt +I: e®.sin(tx)dt) On pose u =-t surd; 0] :

f: e™idt =] : e cos(ux)du 4 : e’ .cos(tx)dt i .(-I_(:o e sin(ux)du + : e® sin(tx)dt) = 21: e®.cos(tx)dt

(Attention . il est déconseillé d'utiliser la parstér un intervalle infini ; par exemplej_::% n'est pas nulle, elle diver)_:;e

La fonction g(x t) =e".cos(tx) est dérivable selon, avec %g(x, t) = -te.sin(tx) ; donc: (> g(x, t)) et
(t— %g(x, t)) sont continues et intégrables sur J =4[ ; la premiére a déja été montrée, et la secostle e

aussi majorée, en valeur absolue, parEn outre, comme on vient de le dir(%.(g(*, t)| < @(t) = €', continue et

intégrable sur .JI en résulte que f(x) £ €“™dt est dérivable, avec (%) = -ZJ:t.e"2.sin(tx)dt

F3.5) Etudier le domaine de définition et la monatate : f(x) =Ij(1?_—tmx; trouver une relation entre f(x) et

f(x + 1). Montrer que f est continue en x >0 en apglitf le théoréme des accroissements finigth = t"
sur [1,t]; distinguer les cas: h >d -1 <h < 0 dn déduire une majoration de : [f(x + h) - §{x)|

- Corrigé: e h(t) =ﬁ est définie et continue sur J 5+4&[, intégrable sur tout fermé borné de GNiJ.
On note aussi : g(x) =ﬁ.

Etude au voisinage deo : ﬁ ~tx1+ , faisant converger l'intégrale si et seulement sil > 1 donc: x>0

Par suite : | = P=1]0, +oo[.
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Soit x <y ;alors, comme=1 sur J g(x t)=g(y,t) car en divisant par un réel plus grantt €), on obtient
un résultat plus petit. Il en résulte que f eéstrdissante car l'intégrale peut étre appliquéaéghlité :

g0, 02 gy, ) = I g(x, Odt= ] g(y,

® g(x+11t)= @ +1t)f‘+1 = (11:5)?}1 tx—%x - g(x, t), donc, a condition que l'intégrale qéér converge, ce qui est le

cas carx—1+1 g(x t) + g(x + 1 t) qui donne la somme de deux intégrales comrees, alors :

fx + 1) =[ ~ tx+ 1) = gl - £0) = - %),

e Théoréme des accroissements finig(8 = t" sur [1, {] t=1 : C'est une fonction dérivable donc :
OcO]1, 1], @t) - @1) = (t- 1)p(c) = t"-1=(t-1)(-h).&%
-Si h>Q onendéduit que : 91 - " = (t - Dhe™D"C< (t- 1)h < t.h.

Par suite : & f(x) - f(x + h) =] ﬁ(ll—:t))%s hf(x - 1)

-Si -1 <h<Qon endéduit que : Dt"- 1 = (t - 1)(-he™ O < (t - 1)(-h) < t.(-h).

Par suite : & f(x + h) - f(x) =] £(1h—+1t)¥< (-h).f(x - 1).

- Il en résulte que . I(i)rtﬁ(x + h) - f(x)] = Q donc: hIirg‘f(x +h) =f(x) ; f estcontinue.



