G1) TD : Déterminants (premiere partig

G1.1) Calculer : 1§ but est évidemment de faire le moins de cajeasibled

laad az ab b2 b+c c+a a+hb 1 sin(a) cos(a
1bb3f; |Db%2azabl; [b2+c2c2+aza?+h?; | 1 sin(b) cos(b).
lccs ab b2 a2 b3+cdci+a’ad+B® |1 sin(c) cos(c)
1 a a 1 a a o hias
-Corrigé:e{L,-L, - L Ls-L, L3 : | 1 b b¥|=]| 0 ba b%a3 = 2_: 23_23) =
1 ¢ ¢ 0O ca csad
1 a?+ab+b? 1 a?+ab+b?
(b-a)c-a)| ] St et - a)| g e | = (- a)c- a)(e- )

(b-a)(c-a)(c-b)(a+b+c)

1 az+ab+b?
0 atb+c

- On peut aussi appliquer la méthode des déterts@mEnVandermonde bien que ¢a n'en soit pas un :

{C.-aG - Cy C-a2G - C3}

1 a a3 1 O 0
b-a b3-azb }) 1 ab+b?
3 — - 3.2 —_ - - -
SN e i e LR
az ab b2 az ab b2
L {L]_ +l,+ L3~ L3} . b2 8.2 a.b = b2 aZ ab = (aZ + ab + b
ab bz a? az+ab+b? az+ab+b? az+ab+h?

az ab-az bz-a?
{C2-C-Cp, G-C - Cgt: (@2+ab + b3 b2 az-b? ab-b?
1 0 0

ab-a2 b2-a2
=(a?+ab+ b%) az-b? ab-b?

(a2 + ab + b?)(a - BL b 'at;b = (a2 +ab + b¥a - b} = (a3 - b,
az ab b2
az ab b2 b2 az ab
- Autre méthode Régle de Sarrus | b? a2 ab| =| gp b2 a2 | =&+ "+ a3b3-ab3-a3b3-abd=
ab bz a2 @ ab b

b2 a2z ab

&+ b - 2a%bs = (as - b?)

c c+a a+b

b+c c+a a+b
=2

az ab b2
b2 a2z ab
1 1 1

®(C,+C-C.C}: | b2+c2 c2+a2 az+b c2 c2+a? az+b?y =(c,-c..cp:
b®+c® c3+a® ad+b cd ci+ad ad+bd
c a a+b c a b 1 1 1 1 1 1
2. @ a a?+b? ={c,-c,.c}: 2| c@ @& b?|=2abc/] ¢ a b |=2abc] a b c|=
cd a3 a3+ b3 cd ad3 Dbs c2 a2z b2 a2z b2 2

(vandermondp= 2abc.(c - a)(c - b)(b - a)

1 sin(a) cos(a)
1 sin(b) cos(b)
1 sin(c) cos(c)

sin(b)-sin(a) cos(b)-cos( )—4.sin{)2;3sin(%)

sin(c)-sin(a) cos(c)-cos(a) ~

0 sin(b)-sin(a) cos(b)-cos(
0 sin(c)-sin(a) cos(c)-cos(

cos%% —sin(aTHB
cos%‘) —sin%

Le calcul direct du déterminant d'ordre 2 auraitrdd: sin(a - b) + sin(b - ¢) + sin(c - a)

®{lo-Li- Ly Lg-Li-Lg}:

1 sin(a) cos(a) ak
8 =

= 4.sin%sin%sinf—;}).

= (b-a)(c-a)(c-b)(a+b+c)
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521
G1.2) Montrer sans le calculer que ce déterminsindigisible par 13:| 4 7 6| (13 divise 169, 273 et 536
639
5 2 1 5 2 1 5 2 1
-Corrigé: 100.l3+10.b,+Ls-Ls: | 4 7 6|=| 4 7 6 | =13/ 4 7 6
6 3 9 546 273 169 42 21 13
G1.3) Calculer :
a-b-c-d 1 1 1 1 0 13212
-1 0 3 42
bad-c 1 1 cos(c) cos(b
: 1 -32-3 0 324,
c-dab|"|lcos(c) 1 -cos(a)
dc-bal |1coskb)cos@ 1 1 4-3203
-2 -2 -4 -30

- Corrigé: e Les vecteurs colonnes de la matrice dont on predéterminant sont orthogonaux deux a deux et
de méme norme, c'est donc une famille orthogonaltengpeut transformer en famille orthonormale ensdnt

par \/az + b2+ c2+d3Si a=b=c=d=,&e déterminant est nul ; sinon :

a -b -¢c d
. 1 b a d -c , . t ) )
Soit M =m c -d a b |cestunematrice orthogonale dontM =1 (car ce produit contient
d ¢ -b a
les produits scalaires de la famille orthonoraké en résulte que det(M) = +1
a -b ¢ -d
b a d - 4
Donc: c -d a bl~ det(\/a2 + b2 + c2 + d2.M) ::/aZ + b2 + c2+ dzdet(M) = +(a2 + b2 + c2 + R)
d ¢ -b a

Le signe dépend de l'orientation de la base deswesctolonnes{ ch. ). En posant a=1 et b=c=d =dh
trouve le signe positif, donc :

a -b -c d
G4 oa b|sE@rmeced
d ¢ -b a

1 1 1

1 cos(c) cos(b
cos(c) 1 cos(a
cos(b) cos(a) 1

0 0 0
0 cos(c)-1 cos(b)-
cos(c)-1 0 cos(a)-

1
1
1
1 cos(b)-1 cos(a)-1 0

1
1
*C-G-C G-G -Gy G-G -Gl
1
0 cos(c)-1 cos(b)-
cos(c)-1 0 cos(a)-1. On utilise ensuite la régle de Sarrus :
cos(b)-1 cos(a)-1 0
0 cos(c)-1 cos(b)-
cos(c)-1 0 cos(a)-

cos(b)-1 cos(@)-1 0 | =2.(cos(a) - 1)(cos(b) - 1)(cos(c) - 1)
0 cos(c)-1  cos(b)-1
cos(c)-1 0 cos(a)-1

¢ LamatriceM donton prendle déterminanestantisymétriquelonc: det(M)= det(M) = det(-M) = (-1)°.det(M).
Par suite : det(M) =.Q(Conclusion: Une matrice antisymétrique d'ordre impair nfest inversibl.

G1.4) Calculer :

a 00..0®b x 0 0 ..0 4

0 aO0O..boO 0 x 0 .. 0 a1 qtX1 & ... @
00 " - = : 0 0 X ... 0 a- & BtXy ... &
Do [@lioned s e e
0 b.... a o 0 0 0..x & & & ... @tX
b 0 ..... 0 a 3 81802 ... & X
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- Corrigé: » On effectue les opérations suivante<C; 4 C,,; —~ G, 1<i<n), et on peut alors mettre (a + b)
en facteur n fois dans les n premiéres colqretesinsi :

1 00..0D
010..bo

n 0o - : .

A= (atb). R
0 1.... a o0

1 0...... 0 a

On fait ensuite : Lo - Li - Loni, 1<i<n), et on peut alors mettre (a - b) en facteurfois dans les n
derniéeres lignes, et ainsi :

100..00D
010..bo0

0 - oobod

A= (a+b)'(a+b)". Do
00.... 10

00.... 01

Il en résulte, comme il reste le déterminant dimagrice triangulaire, queA = (a2 - b?).

- Autre méthode On noteA, = det(M,) ce déterminant, et on le développe suivantémpre colonne :

a 0 0..0@b 0 o0 ... ..0Db
0ao0..bo 0 0
(:) 0 o] =a Mn-1 - b. .| ; on développe ces
. . . CE . : Mn_]_ :
0 b..... a o0 0 0
b 0.... 0 a 00 .. ..0 a 0

deux déterminants selon la derniére colomngighature du coefficient b du second vau)*Pz A, = (a2 - b2)A,.4.
Comme il ne parait pas permis de poAgr= 1, on arréte la récurrencels : A, = (a2 - b23'l.Al =

ab

D= (a2- b7 | [ 4| = (@ - bF (ce quivaliden = 1).

® On noteA,+; ce déterminant d'ordre n + 1, et on le dévelaupeant la premiére colonne :

x 0 0 ...0 & 00 ... .0 a
0 x 0 ... 0 a1 1
0 0 x ... 0 a. : .
S aﬂz = XAn + (-1 &, XIn-1 = XAy + (-1 [(-1) e X" =
0 0 O0..Xx &g 3
S 12 ... & X a
Dos1= XDy - EX = X2, - @+ @)X = =X - (B + Bt .+ )X =
n
Ay = XL ;(1 il (@ + &t ...+ @)X =X Xn'l.kglaf (ce qui valides, = x, voire A, = 1).

- Autre méthodénécessitant la connaissance du chapit)e: H
Soit An.1 = det(M), o M est la matrice dans la base canoniqueatidomorphisme f de ERM™,

Ker(f) est donné par les deux équations cartésenjx..; = 0, ax; + .. + ax, = 0} ; il est donc de dimension
n - 1, ce qui signifie que 0 est valeur propre de plidité n - 1, et il y a donc A"" en facteur dans le
polyndme caractéristique de .M

Par ailleur, en notant; de i-ieme vecteur de la base canonique, et uec&.. + a.e,, on a ainsi :

n
Im(f) = Vect(y, €+1) (ce qui est conforme au théoréme du Jari@n a en outre : f(u) g_la%.am, et: f(g+) = u. Donc,
Im(f) est stable par .fTout vecteur propre autre que ceux du noyau @st de la forme : v ®.U + 3.6,
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n
avec : f(v) =p.u + a.kgla%.enﬂ = \.(o.u + B.e.1), d'oli: A2 = &. Les deux dernieres valeurs propres sont
n n
\ /gla%, etilya p%- kglaé) en facteur dans le polyné6me caractéristiquévde

Par suite : det(MA.I) = A" (A2 - Z3&), et Ay = det(M +x.1) = £(R™ - X" Z &).
n

Le terme de plus haut degré étant obtenu en fdisgmoduit de la diagonale, alordy,,; = X™* - x”'l.kgla%.

¢ On se place dans ER' muni de sa base canonique B £ @, ..., &), eton note u =& + .. + a.6.
Alors :
a1+X1 al a]_

+Xo ... S

A, = aQ aQ: 2 a2 =det(u + X.6, U+ %.6, .., U+ X%.6,), qu'on développe par multilinéarité :
& & ... &tXy
Et comme tous les déterminants ayant deux foisdeeue u en argument sont nuls, alors :
n n

Dn = XiXo.. X 0et(B) +k§1x1...xk_lxk+l...xn.det(q, vew Bty U, Bty ovn €) = XaXowo Xn + kglxl...xk_@xkﬂ...xn =

n n n n n
_ s , A — &
A= I!:lek + kgla(.izl;l%xl. Si tous les xsont non nuls A, = Elxk.(l +k§lxk).

-Remarque Soit x = x.e + .. + .6, et f(X) = %Xo...X, ; alors : A, = f(x) + dfix](u).



