G2) TD : Déterminants (deuxieme partie

G2.1) Soit X% = (Xg, X2y« %), Yn= (Y1, Y2, .-, W), € 3= (A, A, ...,A). Calculer les déterminants suivants, pour
n=3: A= det{XnYn) etA, = detb(nYn + tJn\]n). (Xn Yn et 3 sont des matrices lignes

- Corrigé: X, et Y, nétant pas des matrices carrées, il est intdialipliquer la loi sur le déterminant d'un
produit de matrices carrées.

X1Y1 X1Y2 ... X1¥n X1 X1 ... X1¥n

X2Y1 XoY2 ... X3y X2 Xz ... Xy
Ay = S "=y | 0 o "| =0 @eux colonnes égaips
XnY1 XnY2 ... XnYn Xn Xn ... XnYn

- Autre présentationOn note B= (g e, ..., &) la base canonique de HRS, et U= X.& + Xo.& + ... + %.6, ;
alors : A, = det(y.u, y».u, .., Yo.U) =0 car c'est le déterminant de vecteurs iied@nt dépendants.

Onnote v=g+ & +..+g;alors: A, =det(.u +A2v, Yo.u +A%V, .., YoU +A2V). {C1-C - C), G-Cs - C} -
A= det(( - Vo) U, (Yo - Ya).U, ..., Yol +A2V) = 0 car les deux premiers vecteurs sont leéaent dépendants.

G2.2) Etant donnée M une matrice a coefficientaplexes ayant n colonnes;,CC, .., G, on définitles
colonnes : B= k% Cy, et soit N la matrice formée de ces n nouseatldonnes. Exprimer det(N) en fonction
]

de det(M) (Trouver une expression plus simple dg. B

n
- Corrigé: Ona: B= (gle) -G.Onnote B=(ge, .., &) labase canonique de RS w, W, ...U, les

vecteurs dont les colonnes de composantes das®nBrespectivement ;CC,, ...,.C, et vy + W+ ... + Y.
Alors : det(N) = det(v - 4 V - W, ..., V - W), ou I'on applique la multilinéarité, sachant queleux des
arguments valent ,\alors le déterminant est nul. Donc :

n
det(N) = (-1).det(u, W, ..., ) + (-1)"'1.k§1det(L&, e U, V, U, .. Wy). Mais, en soustrayant toutes les autres
colonnes a celle de, il ne reste plus queyu det(y, .., U.1, V, Uet, -0 W) = detd, ..., Ucr, U Ua, -0 Wy). Par
suite : det(N) = -(-T)".det(u, W, ... w) + (-1 .n.det(u, W, ... u) = (-1)"(n - 1).det(M)

G2.3) Etant donné un polynéme P de degré infédauégal & n - alculer :

P(x+1) P(x+2) ... P(x+n) 1 2 .

P(x+2) P(x+3) ... P(x+n+1) 2_p 3" (an1)p

. En déduire : (pour pO [0, n-2).

P(x+n) P(x+n+1)... P(x+2n-1) o 1) . 201
(Le degré de P est trés imporjant
- Corrigé: POE =R.4X], qui est de dimension n ; te dont il résulte que toute famille de n poiyres
est liée. Donc, en notant (@) = P(X + k), alors (Q, @, ..., Q) estliée: Il existe des coefficients dont au
moins un n'est pas nuls,, dy, .., a,, tels que :0,.Q; +0,.Q; + ... +0,.Q, = O (le polyndme ny.
Comme c'est une égalité polyndmiale, en assimiéanpolyndmes formels et les fonctions polyndmespeut
encore écrire O X O R, a3.QuX) +a2.Qx(X) + ... +0,.Qn(X) =0 (e nombre rédl
Ou bien, ce qui revientau mémetx DR, OKON, a.Qi(X + K) +0,.Q(X + K) + ... +0,.Q,(x + k) =0,
Qui s'écritaussi IIx OR, OkON, 01.Qu1(X) + 02.Qe2(X) + ... +0,.Quen(X) = 0.

Qu(x) Qa(x) Qn(X) 0
Q%) +a Qs(X) + . +q Qna(X) | _| O

2. n

En conséquence de quoti;.
Qn(x) Qn+l(x) Q2n-1(x) 0



G2-2

Qi(¥) QaX) ... Qn(X) P(x+1) P(x+2) ... P(x+n)
Qa(x) Qs(x) Qn+a(X) P(x+2) P(x+3) P(x+n+1)

anX) Qn+'1(X) Q2n:1(x) P(>i+n) P(x-'|-n+1).... P(x4:2n-1)

Il en résulte que :

1 oo

P P
Pour P(X) =X, et x = Q on obtient ainsi : 2 3 (nfl)p

o (n+.1)p (2n.-1)°

=0

G2.4) Etant donnée M une matrice a coefficientaplexes non inversible. Montrer que P(x) = det(M.B
est un polynédme de degré nu(n est la dimension de la matrice carrég. En déduire qu'il existe un réel a > 0 tel
que:0Oe0R, O0<f|<a= det(M +e.l) 0. (Donc: M +e.l inversiblg.

- Corrigé: Si on connait les propriétés du polyndéme caristigue, c'est immédiat, mais il s'agit ici de ciav
le redémontrer. En notant B =;(ee, .., &) la base canonique de ER', W, Wb, ..,u, les
vecteurs dont les colonnes de composantes dassnBles colonnes de ,Mlors :

det(M + x.I) = det(y + X.@, b + X.&, .., U, + X.§).
On montre d'abord une propriété préliminaire pannénce :

OkO[1, n), O(uy, W, ... u) OE", do(det(y + X.€, U + X.8, ..., U + X.&, Ucs1, -0 U)) S K.
- Initialisation : La propriété est vraie pour k=0 : d°(det(u, u,)) < 0.

- On suppose que la propriété est vraie jusqu'au rdng/ JO, n-1j, et on passe au rang+k en utilisant la
multilinéarité : det(u+ X.e, b + X.&, ..., U + X.&, U1 + X.&s1, U2y «oey Uy) =

det(u + x.e, b + X.&, ..., U+ X.&, U1, Uso, ..., W) + X.dEL(Y + X8, b + X8, ..., Ue + X.&, Br1, Uty o Uy) =
ou I'on peut appliquer I'hypothése de récurrence pbacun des deux :

A =det(y + X.e, b+ X.&, .., U+ X.&, U1, Usas - ), avec d°(AX K,

B =det(y + x.@, U, + X.&, .., U + X.&, &=+1, U2, - Uy), avec d°(BE K ;

d'ou I'on déduit d°(A + Bxx k+1.

On peut ensuite prouver par récurrence sur mpemt B = (&, 1, €2, ... €.n) & base canonique dR":

n
ONON, O (Ut Uz, oo Uh) O (R, d°(det(Ws + X612, Un2 + X812, -0 Unn + X.E4p)) = N.

- Initialisation : La propriété est vraie pour n =1 : det(t x. 1) = U1 + X, car en dimension 1 les vecteurs
sont des réels, aveg &= 1, et on obtient bien un polyndme dont le termelds paut degré est x!

- On suppose que la propriété est vraie jusqu'au rangt on passe au rang+f en utilisant la multilinéarité :
det(thi1,1 + X-B+1,1, -0 Unsrn + XeBrrrn Unspnes + XeBrapne) =

det(ther + X811, o Unern + XEetny Unernet) + X 0€H(Wer1 + X811, oo Unean + X&retny Gt nen) |

D'aprés la propriété précédente, pour A = det(Ut X.61v1.1, --» Uhetn + X.8u1ny Uhern+r), d°(A)S N,

On développe ensuite B = dgt{tly + X.6141 1, <oy Uhe1i.n + X810y Ee1n+1) S€lON la derniére colonne ; et en
notant u; le vecteur deR" ayant les n premiéres composantes de;uet g; le vecteur deR” ayant les n
premiéres composantes de;n, alors :

B =det(y 1+ X.6.1, Uh2 + X.& 2, ... Unn + X.€ ), donc d°(B) = n d'aprés I'hypothése de récureh'en suit
que d°(A + Bx) =1, ce qui prouve la propriété.

- Conclusion Le terme de plus haut degré de det(M + x.I) ¥8s{cf. ch. H.

® On se place maintenant daiis; le polyndme det(M + x.I) admet n racines pteres Ay, Ay, ..., Ay. Si
toutes les racines sont nulles alors det(M +xxj, et De# 0, det(M +&.1) # 0.

S'il existe au moins une racine non nulle, sait= inf{]A;|, i O [1, n] et A; # 0} ; c'est un réel strictement positif.

Alors: De R, 0<eg<a det(M +¢e.1) 20 et det(M -€.1) 0 car £ ne peut pas étre une racine du polynéme.
En réunissant les deux cagl:ie R, 0<§| <a= det(M +&.I) 0.
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G2.5) Etant données deux matrices carrées de ménemslon A et Bsoit alors la fonction numérique réelle f difin

par: f(x) = det(x.A + B)

Montrer que f est un polynébme de degré n seeflement si A est inversible. lllustrer cettepiété dans le cas

particulier B = O (Plus rapide si on a préalablement résolu la prentjgestion du G2)4

Soit les fonctions g et h définies par: gbx.A + B et h(M) = det(M) Ni matrice carrée Dans quel sens f est-elle la
composée des deux ?

Dans le cas ou A est la matrice ne contenantigge« 1 » et B = Ikcalculer la dérivée de f directement puis élisaht

la différentielle d'une fonction composémioftrer que dans le cas n=2 on a det(u, dgtéu’, v) + det(u, v))

- Corrigé: e Si A est inversible, alors : det(x.A + B) = @e(x.| + A'lB)) = det(A).det(x.l + AlB) ; ce qui,
d'aprés la démonstration faite a l'exercice préugdesst un polynéme dont le terme de plus hautéegt :
det(A).X' (car det(Ay 0).

- Si A n'est pas inversible, soit rg(A) = M ;aoA est semblable a une matrice A' dont lesrm dernieres
colonnes sont nulles, soit A = PA'Ret on note B' =BP ; alors :

det(x.A + B) = det(x.PAP + PB'P") = det(P(x.A' + B)P) = det(x.A' + B')

Soit K= (g, &, .., &) la base canonique dR" ; on note alors i W, ..., U, les vecteurs dont les composantes
dans K sont les colonnes de, @6nc .1 a Y, sont nuls, et ¥ vy, ..., v, ceux correspondant a . Blors :
det(x.A"' + B") = dat(X.Uy + Vi, X.lp + Vo, ..., X-ln + Vin, Vinsts «-e Vi)-

Si (Vim+1, -+ Vi) €st liée, alors le déterminant est nul, ce gtibéen un polynéme de degré strictement inférieur
a netmémea m

On suppose ensuite que la famillen.{y ..., v,) est libre, et on la compléte pour former unevatie base K'
en réordonnant K pour avoir K' = (e, ..., €, Vi1, ..., Vn) . Le fait d'exprimer le déterminant initial dans
cette nouvelle base ne fait que le multiplier pae gonstante scalaire non nulle et ne change pdegie du
polynéme : def(X.uy + v, X.Up + Vo, ..., X.Uyn + Vin, Vi1, -+ Vi) = defe(K).det(x.A" + B')

Soit 4 et \ les vecteurs dR™ ayant les mémes composantes, dans la base caeollgde R", que les m
premiéres composantes respectives detuy dans K'Alors, en développant successivement de la n-gfae
(m + 1)-ieme colonne le déterminantdetu; + vy, X.U + Vs, ..., X.Un + Vi, Vime1, .-+ Vi), ON Obtient :

dete(X.Up + Vi, X.lp + Vo, ..., XUy + Vin, Vined, -..r Vi) = defe(X.Up + Vi, X.Wb + V5, ..., X.Un + Vi), OU ce dernier
déterminant est d'ordre .m

En notantA" et B", les matrices d'ordre m dont les colonnes Emtomposantes respectives deuy ..., Uy,

et M, Vs, ..., Vi, alors : de&(X.uy + Vi, X.lh + Vs, ..., X.Un + Vi) = det(x.A" + B"), sauf que, cette fois-ci, A" est
de rang mdonc inversible. Ce qui prouve que det(x.A +d&t un polyndme de degré m = rg(A)

En ce qui concerne la proposition initiale, il y autlle implication donc équivalence ; mais on a dénéo

mieux : Soit det(x.A + B) est nul, soit c'est un polyndmede degré rg(A) comme c'est le cas, par exemple,
si A estinversible

-Si B=0: det(x.A) =%det(A) ; ici le degré est n ouo-

* f(x) = det(x.A + B) = det(g(x)) = h(g(x)donc : f = hg.

1+x 1 ... 1
1 1+x... 1 - . . :
e f(x) = . RN ; on peut utiliser le résultat de I'exercice Gbd refaire le calcul :
1 1 ...1+x

Soit u=ge+e+..+g, alors: f(x) = det(u + xeu + x.g, .., U+ X.g), qu'on développe par multilinéarité, ou
dés que deux arguments valentleudéterminant obtenu est nul ; il reste donc :

f(x) = x".det(B) +k§1x“'1.det(q, oo Bty U, 81y -om €) =X+ X Ainsi: f'(X) = nX + n(n - 1).%2

. . . . , . 2 .
- Formule de composition g est une fonction vectorielle qui se dérigenmalement, deR dans R™", tandis

e N . 2n . g .
que h est plus difficile a manipuler, allant 8" dansR. On peut donc noter, pour pouvoir écrire la forerul
N(X1 1y X020 ver Xty X220 X2,21 «osr X2y wey «o <= += X1y X2y -0 %), €N €Crivant les lignes de la matrice cote a cote,

Et: f(X) = (10%), X1,2%X), sy X2.0(X), X2,2X), X2,2X); «ves X2,tlX) s vvey wvmy wemr ooy X02(X), X0 2(X), sy Xnn(X)). AloOrs :
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oh (9(x)) oh (g() , . oh@x) . ,oh@x) . ,dh (g(X)) oh (g(x)
f'(X) = ox, n 11+ i, X2t AT T Xt T X 22t ot PV TR I N
0h (g(X)) oh (@), » oh (@)
axnl .Xn’1+ axn,Z -Xn,2+ . + axn,n -Xn,n-

Ona: x;=1 pour #j,donc: Xx;=0;et: x=1+xdonc: X =1 Ainsi:
F1(x) = -9h (k) | oh (9(x) M

%11 %o (ce qui est tout de méme plus simple

Si on développe le déterminant selon la k-iémeruwé, le seul terme contenanty xest nixJ.Xxk, OU My
désigne le mineur dey x (la signature vaut 1 car on est sur la diagondteipalg). Alors :

f'(¢) = mMix, (9(X)) + Mxz2(9(X)) + ... + Nixnd(9(X)).

Tous ces mineurs sont égaux, si on nite le déterminant d'ordre n correspondant a, #lQrs ces mineurs
valent tousA,.;. Et ainsi: f(x) = NAn1 = n.(X™ + (n - 1).X9). (Cette méthode n'est pas rentable car elle implignd
méme le calcul de f(x) ; par contre, on peut flerdéveloppemerit la mainpour de petites valeurs de par exemple n =)3



