G) TD : Déterminants.

G1.1) Calculer : 1€ but est évidemment de faire le moins de calsossible}

1la a3 az ab bz b+c c+a a+b 1 sin(a) cos(a
1bb3 : |b2a2abl; |b2+c2cz+azaz+?; | 1 sin(b) cos(b).
lccs ab b2 a2 b3+c3cd+adad+h3 |1 sin(c) cos(c)
521
G1.2) Montrer sans le calculer que ce déterminsindigisible par 13:| 4 7 6| (13 divise 169, 273 et 536
639
G1.3) Calculer :
a-b-c-d 1 1 1 1 0 13212
-1 0 3 42
bad-c 1 1 cos(c) cos(b
: 1 -832-3 0 324
c-dab|”"|1lcos(c) 1 cos(a)
dc-ba 1 cos(b) cos(a) 1 1-4-3203
2 -2 -4 30
G1.4) Calculer :
a 0 0..00b x 0 0 ..0 g
0 aoO0..boO 0 x 0 .. 0 a1 qtxy & &
00 ™~ ™ i : _ 0 0 X ... 0 & & atXy... &
c o 1 | (2nligney ; oo ; : o
0O b..... a 0 0 0 0..x & a, 3 ... atXp
b 0..... 0 a 3y 81 G2 a X

G2.1) Soit %= (Xi, X2, ceer %)y Yn= (Yo, V2r oy W), €8 3= (A, A, ..., A). Calculer les déterminants suivants, pour
n=3: A= detb(nYn) et A, = detb(nYn + tJan). (Xn, Yn et 3 sont des matrices lignes

G2.2) Etant donnée M une matrice a coefficientaplexes ayant n colonnes;,CC,, .., G, on définitles
colonnes : B:kZij C, et soit N la matrice formée de ces n nousell@donnes. Exprimer det(N) en fonction
de det(M) (Trouver une expression plus simple dg. B

G2.3) Etant donné un polyndéme P de degré infédauégal & n - alculer :

P(x+1) P(x+2) ... P(x+n) 1 2 .
P(x+2) P(x+3) ... P(x+n+1) 2 3 L (n+1f

. En déduire : (pour pO [0, n-2).

P(x+n) P(x+n+1)... P(x+2n-1) o (n+1f .. @n1f
(Le degré de P est trés imporjant

G2.4) Etant donnée M une matrice a coefficientaplexes non inversible. Montrer que P(x) = det(M.B
est un polyndme de degré nu(n est la dimension de la matrice carrég. N déduire qu'il existe un réel a > 0 tel
que:0Oe0R, O0<f|<a= det(M +e.l) 0. (Donc: M +e.l inversiblg.

G2.5) Etant données deux matrices carrées de ménemslon A et Bsoit alors la fonction numérique réelle f difin

par : f(x) = det(x.A + B)

Montrer que f est un polynébme de degré n seelement si A est inversible. lllustrer cettepiété dans le cas

particulier B = O (Plus rapide si on a préalablement résolu la prentjgestion du G2)4

Soit les fonctions g et h définies par: gbx.A + B et h(M) = det(M) N matrice carrée Dans quel sens f est-elle la
composée des deux ?



Dans le cas ou A est la matrice ne contenantgee« 1 » et B = kalculer la dérivée de f directement puis élisant
la différentielle d'une fonction composérioftrer que dans le cas n =2 on a det(u, dgtéu’, v) + det(u, v))



