H1) TD : Réduction des endomorphismegpremiére partig

H1.1) En notant Q le polyndme caractéristiquéfieerque Q(M) = 0 et calculer 'f\/lpour M=":

100 3 2- 411
6-56|;(-101|;:| 6 4 2]
3-3 4 1-16 \10-4-

1A 0 0
-Corrigé:e | 6 51 6 | =(L-N)A2-A-2)=-(1-N(2+A) =2+3-2).
3 3 4A

0 1\ /0 010 L, (100
E,z:(x:O,y:ZZ):Vect@)); El:(x-y+z:0):Vec&é),@) Gli) ( D P :(1-1 i)
-1 -1 -
010y(2"00\100 ro. 0
M" = pOP? —Glﬂ( 0 10)(1 -1 ?) 2+ 2" -2 2+(2) .
001 1-¢2) 1+(2) 2-(2

100\ /100 100\ (100 000

QM) =- 01?) (6 -5 6)2(2(012) (6-5 6)):(000).

3-3 4 00 3-3 4 000

Mais plus simplement :

4 " Q-2) 0 O 4
Q(M) =-M3+3M-2I=-PBP" + 3.PDP - 2PIP' = P.Q(D).F =P| 0 Qv o |P'=0.
0 0 Q@1
(Cette propriété s'appelle : Théoreme de Cayley-Hamielle est tres simple a démontrer pour uneicgatiagonalisable, mais elle reste
vraie dans le cas généyal

3-

[
m> N

LR

=N+ O2-20 +15=(5-A)(B-A)(1-A) (car 1 estracine évidepte

[y

6

Es:(x=-2y,z=3y) = Vec{i)) s Bi(x=-2zy=2)= Vec(a)  Bi(x=-2z2y=32)= Vec{%)).

2 2 -
(119 oesd)im=ifa29)
31 0 120
3.1 5'+7

1 g 1
) L (222" 0 0102 25 +23 -3 St
M'=POP'=3|113)0 3" 0f-4-2-2|=| 15"-3"+2 13"+3 15"-53"|

31 1N\1-2 0
00 38-9+1 43'+} 3549

QB) 0 0
Q(M) =P.Q(D).F = P(o Q@) OJ.P‘l:@.
0 0 Q@

4\ 6 -10 0
e 1 4\ -4 | =(2-N)?; Ex(x=0,y+2z=0)= Vec& 9) ; elle n'est pas diagonalisable.
1 2 -2 :

Elle est trigonalisablepglynome caractéristique scingda matrice triangulaire ayant sa diagonale égai
En notant f I'endomorphisme de matrice M darisale canonique dB3, on cherche une base B's5 @iw)

0 2
telle que L(]J:) f(v) =a.u + 2y, f(w) =B.v + 2w. Alors : ©n va trouver T {0 3 B
- 00

1 2x+y+z=0 X = a2
(6 4 ZJO— (J (J d'ou :{6x+2y+2z=u | c'est-a-dire :{y+2:q.
10 -4 -10x - 4y -4z =a

1
Par exemple, poua =2 : \L(‘Z). (Seula =0 estinterdj.
o

1 2x+y+z=p x=-2
(6 4 ZJO— () O d'ou : 16x+2y +2z =-B, c'est-a-dire :{y+2:33.
10 -4 -10x-4y-4z=0
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2
Par exemple, poup =-1: w(-g).

012 220 020 00 - L, (002
P=(1-2-5j, Tz(o 2-9:2I+Sou S:(o 0-1) vérifie 8:(0 0 g] et S=0; P =(5 2-9.
-1 00 00 000 000 2 -1 -

n " nd' @nn.d”
Donc: T'=(S+2If= kgo(ﬂ).z”'k.sk =201+n2"sS+nn-1).2°x= (0 JORE 2]

0 0 N
L (0122 nd @2\ 0 0 -2 ,(4n+1)  2n 2n
M" = PTP :(1 2 -5) A (5 2 ijzzn ,(2n(n+5) n2+3n+4 n(n+3)).
-1 0 0/\0 o " 2 -1 - 2n(n+9) -n(n+7) -n2-7n+

QM) = PQ(T)P' = P(2I - T} = -PSP =0

labc
) 2a2-1 2ab 2ac 0100
H1.2) Déterminer les €léments propres ge2ab 2b2-1 2bc |; |57 5 o
2ac  2bc 2c2-
0-10
L, 2az-1-A 2ab 2ac
-Corrigé: » 2ab  2b2-1-A  2bc | =..=Q+1%2(@2+b2+c2)-1A).
2ac 2bc  2c2-1-A

-b\ /-c a
E(ax+by +cz=0) = Ve{(g), (g)) ¢ Boazeobzeoczer= ... = Vect(b)).
c
-b-c a -1 0 0 1 1 -ab a2+ c? -bc
P={ao0b| D=[0-1 0 ;P':mz-ac -bc  az+b2.
0 ac 0 0 2(az+b2+c?)+ az ab ac
1A a b c

0 1A 0 O

O ol = =012 - 2R
0 -1 0 2-A

C
Ex{-x;1+bx+cx=0x=0}= Vect{a, [(j).
0

Ex{(@-b+c)u=0 X =X, X3 = -Xg} .

I (0 c10 2000 01 10

: o1 0001 0200[. g1_|0 -1 0 1
-Si a-b+c=0: £ Vect(|,]. );P:COO-J'D:[O(Jl(\J;P:(l cb -b _CJ-

0 010 000 01 00

T

-Sia-b+&0: = Vect{g} ; la matrice n'est pas diagonalisable. On cheunchguatriéme vecteur tel que :
0

labc T X1
[8 i gg =q. 8 + zz , C'est-a-dire : {¥X=-%, X3=%, (@-b+c)x=a (ot az0)}.
0-10 0

0 cl0 200 0 01 1
_ J1 S 0001 _|lo20 0 |. 51_|0 -1 01
Par exemple a =a-b+c¢etalors:| ;| convient; P, 5 o 11 T=|g 01 abic) P =|1 cb -b o
1 010 000 1 01 00

H1.3) Déterminer les éléments propres de M, J:)l < telle que: ga=ij
1<j<n

14 9 .. m INL 4 9 ..
o 2 8 18 ... 2n? 2
-Corrigé: M=|3 1227 .. 32|=|3
ﬁ 4n Qn n..n2 n
Soit E =R" muni de sa base canonique B £ @, ..., &), et f l'endomorphisme de matrice , Minsi que
I'hyperplan H(x; + 4% + 9% + ... + N2 =0) ; alors :OudH, f(u) = Q. Il en résulte que 0 est valeur propre
d'ordre n-1 das n car M n'est pas la matrice nulle
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n
Par ailleurs : ennotant vz€2.e +3.¢ +... + n.g alors: f(v) = glk3).v =1.n%(n + 1}.v ; ce qui signifie que
v est vecteur propre pour la valeur progre(n + 15.

Conclusion: 0 est valeur propre d'ordre n - 1 pour lassespace propre ,Hi.n2(n + 1§ est valeur propre
d'ordre 1 pour le sous-espace propre Vect(v)

- Remarque En notant w =g+ 4. + 9.¢ + ... + n2.g,et en assimilant les vecteurs a leur matrice caalans
B, alors : M = w'w, ce dont on déduit : f(v) = M.v =%w).v = v.(wxv) = (wxv).v.

De méme, si on cherche un vecteur x du noyafi, @dors : f(x) = M.x = (¥'w).x = v.(wxx) = (wxx).v = Q,
ce dont on déduit : Ker({jwxx = 0).

H1.4) Montrer que l'application f définie sR[X] par f(P) = (X - a)P' est un endomorphismeléterminer
ses éléments propres.

- Corrigé: (X - a)P' est bien un polynéme, qui plus estréme degré que, R[X] est donc stable.
On vérifie ensuite trés facilement quer.B +.Q) =a.f(P) +B.f(Q).
On cherche un polynédme non nul P et un ketels que : f(P) A.P, c'est-a-dire : (X - a)P' &P, ce qui est

une équation différentielle linéaire du premierrerdP’ =——.P, dont |a solution est : P = k.(X —Aa))u kOR.
Il est donc nécessaire et suffisant quell N.

Conclusion : Les valeurs propres sont tous legentiaturels et, pour mN : E, = Vect((X - a).

10
H1.5) Donner les matrices T triangulaires tellas q T = tl 4 a. Soit T l'une des matrices triangulaires
19

100
solution, et M une solution quelconque, daﬂr§3(IR), de I'équation K=|1 4 0). Soit B = (g, &, &) la base
19

canonique de ER®, t et f les endomorphismes de E de matriesgectives T et M dans. Bérifier que
t est bijective, et soit alors: g Lt. Etant donné un vecteur u quelconque demBntrer qu'il existe un
vecteur v de Ker(f-1) etunvecteur w derf+t) tels que t(u) = v + wen déduire que Ker(f -t) et
Ker(f + t) sont supplémentaires. Montrer qdeet 1 sont valeurs propres de g et que les sousespaopres
associés, E et E, sont supplémentaires. Montrer qu'il existe un&igainversible Q telle que: M =TQu
Q vérifie: QTQ =T

- Corrigé: e Il est évident que T doit étre triangulaire iéére inon T serait triangulaire supérie)reSoit alors :

a0o0 a2 0 0
T:(bl b, o),et 1*:( bi(a + b) b 0).
C1 C C bic; + a(a+ @) co(bz + G) G
- Résolution directe a=+1 b, =+2, ¢ =+3.
Pour trouver _b bl(a + Q) = 1 - (a’ t)lu bZ) D {(_11 _%! _2)1 (_1! 11 2)! (1! _11 _2)! (11 %1 2)}
Pour trouver £: G(b,+G) =1 - (b, G, &) 0{(-2, 5, -3), (-2, 1, 3), (2, -1, -3), (2 %, 3)}.
Pour trouver g on recoupe ces deux ensembles avec la derniéati@y: he, + cg(a+¢) =2 -

-29 -3 9
(a1 bll bZ! Cl! CZI C3) D {(-11 -%1 2! 60 ;1 3) ( 1 31 - 161 11 3)! (_11 11 2! Zl _11 _3)! (_11 1! 2! R)l %l 3)1

(11 -11 -21 :-|__01 -%1 -3)1 (11 -11 -21 %1 11 3)1 (11 131 21 %1 -11 -3)1 (11 131 21 Z_gy %1 3)}

1 00 -1 00
Solutions T: Ezll3 2 8) 3(1/3 2 o) g(-l -2 oj, g( 1 2 oj.
9/60 1/5 3 7/6 -1 -3 34 13 9/10 1/5 3
-2
- En diagonalisant T: E:(x+3y=Q2x+y+8z=0) = VecE(g ) ;

0
E;(x=0,y+5z=0)= Vec((_S ); BEx(x=y=0)= Vect@)).
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24 00 100\  (-1/24 0
P=| 8 50| D’=|040]; P =| 115 1/5 0| (ou T=PDP").
5 -1 009 11/40 1/5

wdao

L 1 00
jP’ :3@1/3 2 o);
9/60 1/5 3
P(lOO)_l {1 00) F(lOO){ 2(1 00) {-100)_1 t(-1 Oj
tP02 0P"=H 13 20|; *tH020|P =4 -1 -20(; tRH 020|P =4 1 ol
00-3 -7/6 -1 -3 003 34 13 003 9/10 1/5 3

e Soit v =3(t - f)(u) O Ker(f + t), et w=3(f + t)(u) O Ker(f- t) ; alors : t(u)=v +w

10
Il'y a huit possibilités pour Ddonnant quatre couples d'opposées pour T(O 2
00

N O

e Soit T l'une de ces solutions, et M telle gM& = T?, T est inversible car il n'y a pas de 0 dans la
diagonale, donc t est bijective.

Soit ul Ker(f - )nKer(f + t), alors : f(u) = t(u) = -t(u)donc 2t(u) = P, mais comme t est bijective, alors :
u=CQ. Donc: Ker(f - thKer(f + t) = {Og}.

Etant donné un vecteur quelconquél &, alors (f - t)(u)d Ker(f + t) car:

(- 0.((F + () =3(u) - 2(U) = @ (car =T = f2=1).

De méme(f + t)(u) O Ker(f - f) ; donc :t(u) =3(f + t)(u) - 3(f - t)(u) est dans Ker(f - t) + Ker(f + t) ce dont on
déduit : Ker(f - t) + Ker(f + t) = t(E) = Ec4r t est bijectivl

Il s'en suit que ces deux sous-espaces sont suppigines : Ker(f - tJ Ker(f +t) = E

Soit un réel\ et un vecteur non nul u tels que : g(u)sf(t) =A.u; alors : f(u) A.t(u) ;

-1 et 1 sont donc des valeurs propres dmais comme pour tout u de & a: t(u) 3(f + t)(u) - 2(f - )(u),
en composant & gauche pdr: tu =3(g + id)(u) - 2(g - ide)(u).

Il s'en suit que E+ E; = E; il n'y a donc pas d'autres valeurs propres.

En outre, si W E1nEy, alors g(u) =u=-udonc u=g,etona EOE; =E;ils sont bien supplémentaires.

En conséquence de quoi, il existe une matrice dalgorK, dont les coefficients diagonaux sont les valeurs
propres de g etvalent -1 oy et une matrice inversible P correspondanttea$se des vecteurs propres, telles

que : T'"M = PKP", donc : M = TPKP = TQ, pour Q = PKP.
Q est produit de matrices inversibles, donc inb&rslle-méme.
On a alors finalement : (T&¥ T2 donc : TQTQ =%, c'est-a-dire : QTQ =.T

H1.6) Soit MO ./%4(IR) une matrice symétrique de valeurs propres,: A,, As, A.. Exprimer la somme des
carrés :A2 + A3 + A3 + A7 en fonction des coefficients de.M

0

0

ol

A

4 4
< ,:218'2' (car M est symétrique :; & g, et il s'agit du

>

2
oo o
o oo

- Corrigé: Si M est symétrique réelle, alors elle esgdimlisable, donc: M = PDPavec D {

o oo

Par suite : M= PP, et: Tr(M) = Tr(D?) =A2+ A3 + A3 + 2.

4 4
En outre, en notant M :ij()%}éﬁ, alors Tr(M) = i:Zl j:Zl agi =
produit scalaire canonique (M|N) ='MN)).



