H2) TD : Réduction des endomorphismegdeuxiéme partig

H2.1) Soit MO A(,(R) vérifiant I'équation : K1+ M - 21 = 0 ; montrer qu'elle est diagonalisable.

-Corrigé: M®+M-2l=M-DHM+2))=M+2)(M-1)=Q
Soit f I'endomorphisme de matrice M dans leel@onique de ER?, alors :
Soit ud Ker(f - ide)nKer(f + 2.ick), on a: f(u) =u=-2u= u=GQ, donc: Ker(f - id)nKer(f + 2.ick) = {Og}.

Par ailleurs, pour tout @ E, (f - idz)(u) O Ker(f + 2.ick) car (f + 2.i@)((f - ide)(u)) = (F2 + f - 2.idk)(u) = Q@ ;
de méme : (f+ 2.ig(u) O Ker(f - idg).

Et comme : u 3(f + 2.ide)(u) - 3(f - idg)(u), donc : Ker(f - id) + Ker(f + 2.id) = E.
Par suite, ils sont supplémentaires : Ker(iz) id Ker(f + 2.idt) = E.

En conséquence de quoi il existe une base de vedeurker(f - id) et Ker(f - i¢), c'est-a-dire une base de
vecteurs propres. Ainsi : M est diagonalisable.

: A A R A .
H2.2) Soit A ((C), et B :(A A) ; donner le polynéme caractéristique de B ewtion de celui de A

A-Al, A

- Corrigé: Soit R(A) = det(A -A.1,) et R(\) =det(B -A.l,). Ona: BQ) = A AN
- Al

On applique la méthode du pivot de Gauss avec,; {IL; - Ln+, N+ 1<i<2n} -

A')\.In A A')\.In A
)\.In ')\.In |n 'In
On fait ensuite : {C+ Gy - G, 1<i<n} -
2A -0, A 2A-A0L A
@ ‘ln e In

Finalement : R\) = (-1)2'\".det(A -3.1,) = (-20)".Pa@).

:)\n

(car on metA en facteur dans n lignes

Ps(A) = ‘

Ps(A) = A" = -1\ = (-1)'A\".det(2A -A.l;) (déterminant triangulaire par bidcs

H2.3) Soit une matrice M ./%Z(R), telle que tr(M)z 0 et M diagonalisable avec des valeurs propres
positives. Montrer que M est diagonalisable. Qa@asse-t-il si tr(M) =0 ?

- Corrigé: Soit M =(§ 3) calors: M= (&:rbdc) %(f:bi) = tr(M).M - det(M).1.

On note t=tr(M) etd = det(M), Py(A) = det(M - A.1), qui est scindé danR, P,(\) = det(M -A.l).
Alors : det(M-A.l) = det(t.M - j +5).1).

¢ Si t£ 0, en notantu =¥: P(A\) = det(M - A1) = t2.det(M -p.l) = t2.P(u). Il en résulte que ;Pest scindé

dans R. En outre, si P admet deux racines réelles distinctes, il erdeshéme de ;P donc : Si M admet
deux valeurs propres distinctes, il en est de nadené.

Si, au contraire, P est un carré, alors Madmet une unique valeur propee ; donc: M= (g 2), et ainsi :
a2+bc=d2+bcH, b(a+d)=c(@a+d)=@ou: az-d2=0
Comme a+e&0,onendéduit: a-d=b=c=0 donc: I\(g=g) est déja diagonale.

e Si tr(M)=t=0:Alors M= -3.1 est diagonale, et comme les valeurs propreddesont positive, alors :
tr(M?) =-25>0 (ou &=ad-bc =-az-fjc
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Enoutre: M :(s ; , donc: det(M A.I) =A%- a2 - bc =A%+ 5 ; et commed < 0, il faut distinguer les deux
cas suivants :
- Si 0% 0: Le polyndme caractéristique di& admet deux racines réelles distinctes, dbheest diagonalisable.

-Si d=0: M admet la valeur propre double 0 ;éhssuit que si M est diagonalisable, c'est laicetulle.
Il s'en suit que si M n'est pas nulle, elle et diagonalisable.
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H2.4) Soit A :(3 -2 3) ; Montrer qu'il existe deux suites ,Juet () et une matrice B telles que pour tout
4 -45

. ...n . (Un+1) _ Un P , . n ,
entier naturel n on ait: A u,A + v,..l, et: v = B. v/ En déduire I'expression de .ACette méthode ne
n+
fonctionne qu'avec certaines matrices ; on pouwit@ f'exercice avec la méthode générale consistatiagonaliser A pour la comparer
avec cette méthode

- Corrigé: On détermine assez facilement les premierseeuie ces deux suites :
W=0 %=1 w=1 vv=0 =4 »n=-3
Par suite : A" = U A + Vool = AA" = A(UnA + Vi) = U A2+ Vo A = U (Up. A + Vol) + VA =
Un.(4A - 3I) + V. A = (A, + V). A - St ] = {Upe1 = 4U + Vi, Visr = -3U}, donc :
)= o)CE)
Ve \-3 0/)\v/*

det(B -A.I) =A\2-4\ +3 = - 1)\ - 3).

N 11 (10 .. _1<1 })(1 0)(-1 -]1)_1(-1+3n+1 _1+3'> .
On obtient : P:(_?) ]) et D—(O 3),dou. B =3 3.1\0 3"\ 3 =2\ 33" g g . Ainsi :
<u:> 4 (—1+3n+1 -1+3U® _ (3”-1) do
v/ " 2(3-3" 3-3")\1 T 2\3-3)
143" 1.3 -1+3”j

A= uA + vl = 3.(3-1).A+ (3-3".0) = %.(.3+3“*1 53" 343,
-4+4.3" 4-4.3" 2443

c

- Autre méthode = A+ 52-7A +3=(1-N33-\).

A -1 1
3 -2A 3
4 -4 5-A

N /1 1
E:(x-y+z=0)= Vec&l)), (0 ); Bsi(y=3xz=4x) = Vect@)).

111
i3 o
0-14
113 V353 143" 13" 1+
=31 03 (4 -4 i) =33+ 53" 343 [ = U A + vl
1y -4+4.3" 4-4.3" 2443
Donc: y=2.(3"-1), v,=3.(3-3).

H2.5) Trouver les deux fonctions x et y dedaiable fdérivables, telles que : {x'=x + 2y' = 3x - 4y}
s XY _f1 2\ (x\. 1A 2 ]_ -
- Corrigé: (y) = (3 _4)(y) : | > A |—)\2+ A-10=Q +5)Q - 2)
2 1 21 20 S 31
Eyi(x - 2y = 0) = Vect(l)) . Eg(3x+y=0)= Vect(_3)) P =(1 _3), D= (0 _5), P'= %.(1 _2).
()= (6 2) (V) dou: u=a® v=be® @b)oR:

. X u x = 2ae” + be™
Finalement :(y) = P(V), donc :{y — ae? - 3pe® (@b)0D R2.



