A) Séries numeriques.

On se place dans le cofdK=R ouC.

0) Théoremes utiles sur les suitese suite est une applicatiod'une parti& de I'ensemble des entiers
naturels N dans K ; n étant un entier naturel, limage de n parest notée le plus souvent au lieu de
u(n). En tant qu'application, on pourrait se contentappeler la suite jumais on utilise plutét la notation
(U)noi, | étant une partie non vide dd , ou plus simplement (u quand il n'y a pas d'ambiguité sur son
ensemble de définition.

Si f est continue sur un intervalle contenansttas termes d'une suite convergentg) @ partir d'un certain
rang alors :”rrolof(un) = f(HrEl Un).

- ConséquencesSi .1 = f(u,) (avec les conditions du théoreme sr @t n|imun =a alors a=1f(a)

-Remarque Si y.; =f(u) alors .- u, = f'(uy) - f'(uy) donc si f croissante alors,.u- U, est du signe
de uy - w. (Si f décroissante alors? fcroissante, on étudie donc les deux sous-suitesetimes de rangs respectifs pairs et im))airs

1) Séries géométrigues. Série harmonique, sérirdrague alternée. Séries de Riemann

- Définition générale d'une séri€tant donnée une suite X, soit S la suite définie comme somme

n
de ses termes :, S ;0 Uy.

Ancienne définition La série de terme généra} est 'objel représentant la limite de la suitg Si elle existe,
notée plus simplement;un. Une série est alors une écriture.

Nouvelle définition Une série est la donnée d'un couple de deugrssdiint la seconde est faite des sommes

n
partielles de la premiére n(Lgo Uy, - ON écrit ce couple en abrégé pAM, (sans les bornes, ce qui signifie : « série

de terme général,») ; NOté ainsi, Zoun esta2u, ceque limu, esta (W), .-
n= n- oo

Les termes de la suite JJSsont les sommes partielles de la séri@ trbncature au n-iéme terjnd_orsque cette
limite est finie on dit que la série est convergesinon elle est divergente ; lorsqu'elle est eagente, la limite
est appelée somme de la série. Une série peutgdivee deux fagons différentes : d'une part ssteames
partielles admettent une limite infinieof}, par exemple la série de terme général 1 ; éaadrt si elles n'ont

. . ) ye 7 n
pas de limite du tout, par exemple la série dedeggméral (-1) (chacune de ces deux catégories peut contenir des sé
grossiérementlivergentes, cf. §2 Cette notation reste valide si le premier temest pas Opar exemple :; 1/n2 ou

encore si on se place dans une partie strictl dear exemple : >, cos(2vn).
nimpair

e Série géométrique

n

. k

Pourq#1: ;;)q
o0

) k

Pour |g| <1: g‘bq

(1-g™h/(1-q).

1/(1 - C|) (y compris si q est complexe).



Ac2

-Preuves Oncalcule (1+g+@+..HL-q)=1+g+g2+...+Y-q.(1+ g+ g2+ ... +Y; lafin estimmédiate. Quant a la limite,
c'est une conséquence du fait que |g|=s1q"* - 0.

: : no i -n
- Applications: ;ée‘ke, 2119.10 (autre méthodesoit s cette somme, on calcule 103.-@n trouve pour la premiére :

n n
_ sin((n +¥)6) . . _ 4 ,c0sP/2) cos((n +72)6)
k;)COS("Q) =2.(1+ sin@2) ) €t k;os'”(ke) = %'(sin(G/Z) ~ 7 sin@l2) )-

[ee]
e Série harmonique le 1/n = 400,

Série harmonique alternéezll(-l)"+1/n = In(2).

1 1 2" 1 | ad
1 + 712 + .. +2n+ 7 > = puis que ;E =1 +;vn. La preuve concernant la série

harmonique alternée est la question c¢) de I'ecesuivant

- Preuves on montre que =

- Exercice:

a) Soit y=1/n, v,=In(1 + 1/n), $= gjluk et T,= évk. Montrer que = v, et T, = In(n + 1) En déduire
que la série de terme général diverge (ers +o).

b) En conservant les notations dy ajontrer que M; < V. Soit alors Y= S, - In(n+1) et \V, =S, - In(n);
encadrer Y - U,, puis montrer que ce sont des suites positivemcadies. En déduire qu'elles convergent vers
une limite communey (y=0,577215664901533 est la constante d'Buln déduire ; 1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/n ~ In(n)
quand n assez gran@efharque Comme In(n) ¥< S, < In(n + 1) +y=In(n) +y + o(1), alors $= In(n) +y + o(1)).

(Plus précisément : ,$ In(n) +y + 1/2n - 1/12n2 + o(1/np)

Conséquence amusant€omme In(n) < S-y<In(n + 1) alors :OnON, E@*V2+13+.+1ny) =,
n
c) Soit y la suite géométrique de raison -pouf xz-1) ; calculer $= géuk. En déduire, en intégrant I'égalité
had 1
obtenue sur [0, 1kt en utilisant les théorémes de majoration diggrales, que ;(-1)n+ /n =1n(2)
(0D tORN{-1}, kgo(-l)ktk -1/ +t) = (1Y@ + 1), et O< I:t””dt/(l +1)< I;t”"ldt).
e Séries de Riemahn

00
Pour o<1 : lel/n“ = 400,
00

Pour O > 1: lel/n“ converge.

Pour O = 2: Zl:l/n2 = T2/6.

- Preuve: Intégration poura >0

(le casa <0 est trivia).

! Georg Friedrich Bernhard Riemann : 1826-1866
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- Encadrement du restef:lldx/x‘x <R, = kiluk < j: dx/x ; et, en notant s la somme de la séfier(a > 1) ;
s =X +R, avec 14 - (n + 1) < R,< Li(a - Hrf.

. . AT 1
Donc, sia est un entier supérieur a 2 A:Ro(p) quand n tend versecot

La fonction qui & un compleXez associe, lorsqu'elle converge, la séri(z) =lel/nz, est appelée fonction

zéta de Riemann. Par exemplé (2) =12/6 , {(4) =1/90, {(6) =1°/945 , {(8) =1/9450 . Ces séries sont
souvent utiles dans les théoremes de comparaisdigéguivalence.

- Exemples La série de terme général, | 1/(n? + sin(n)) esta(encadrdr équivalented la série de terme
général y = 1/n2, elle est donc convergente. La série dadagénéral = 1/In(n) est majorante de celle de
terme général 1/n, elle est donc divergemes généralement, pour K > 0, I'inégalité veéajeartir d'un certain rang : <Ou, <
K/n® aveca > 1 implique la convergence ; tandis que, = iK/n® aveca <1 implique la divergen@e

2) Convergence d'une série et limite de son terdné gl

- Proposition: Si le terme général d'une série ne tend pas vers 0 elle diverge (exemple : Zsin(n)).

La convergence vers 0 est donc une condition nécessaire mais pas suffisante (exemple de la série harmonique).

(On le démontre avec, $S,,). Dans le cas ou le terme général ne tend pas@dassérie diverggrossierement

- De méme Si la série de terme général aonverge, alors la série s'Ziun converge, et la suite R kzluk
n= =N+
converge vers .(De méme, si elle diverge la série s' divdrd€e ne sont pas des corollaires du précéjient

- Remarque Etant donnée une suite ,(uet deux entiers naturels p et g, soit lasxdriites () et (w)
définies par: ¥= U, €t W, = U.q; alors les séries de termes généraux respectifet w, sont de méme
naturé. (On le démontre en faisant leur différence qui esstant.

3) Linéarité, cas particulier des séries de congsex

a) Somme

La somme de deux séries convergentes est convergente.

La somme d'une série convergente et d'une série divergente est divergente.

®Si >u, et Xv, convergent, alorsz (u, + Vv,) et XZ(u, - v,) convergent. orollaire: Si =(u, + v)) et Zv,
convergent, alorg u, convergg.

n n
- Preuve: soit S = ;‘buk et T,= g;)vk, les sommes partielles de deux séries convergebtesme : IinfS, + T,) = limS, + limT,, il s'en
= = n-.oo n-oco n-.oo

suit que :Zo(un + V) = ;}un + Zovn. Idem pour la différence.

® Si Zu, converge e v, diverge, alorsZ (u, + v,) diverge.

- Preuve: Carsi = (u, + v,) convergeait, alors commEu, converge aussi, il en résulterait que la difféeeconvergerait, & savoE v,

2 Convergentes simultanément, ou divergentes siniéritant.
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Il est interdit de séparer une somme convergente en deux sommes divergentes. Si Z,)(Un +V,) converge, ¢a ne
&

prouve pas queZoun et Zovn convergent. Par exemple ;, mn et y=1/n2-n sont les termes généraux de
n=i n=i

séries divergentes quand leur somme donne unecggmnergente. |l y a cependant des cas particubiers'est
vrai, par exemple si (u et (v) sont des suites positives, ou bien sj) (est une suite réelle et que les sont
des imaginaires purs.

Une série de complexe ne sera donc convergente que si les séries formées par sa partie
réelle et sa partie imaginaire sont convergentes :

2 (X, +iyn) CV = 2x, CV et2y, CV.
(D'apres ce qui précéde onf@, mais dans l'autre sens, et en considérant laagmsée, il faudrait faire la démonstration quabs, et
Sy, divergent tous degx

- Remarque Lorsque Z (u,+v,) et 2v, convergent, alor u, converge.

On peut sommer les éléments d'une série a termes positifs dans n'importe quel ordre.

On ne peut modifier I'ordre des termes d'une série quelconque que sur des termes « voisins » (avec des écarts
d'indices ne tendant pas vers l'infini).

Probleme de l'ordre des termesl - 1/2 + 1/3 - 1/4 + 1/5 - 1/6 + 1/7 - 1/8.+= (1 - 1/2) -1/4 (1/3 - 1/6) - 1/8
+.=1/2-1/4+1/6-18+..=(1-1/2+ 134+ ..)/2;dou In2) =In(2)/2

b) Produit par un scalaire : On ne change pas la nature d'une série en kptiarit par une constante non nulle
(sous le signe somme car avec I'associativité onleeusortiy.

A%0 = AU =ASU,

n
Car, pour $= éuk, rl]im)\.S(1 =)\.Lim Sh. (Remarque Z0.n =Q mais 0Zn est indéterming

4) Théorémes de majorati@u minoration)

Une série a termes positifs dont les sommes partielles sont majorées est convergente.

Une série a termes positifs majorée (ou dominée) par une série a termes positifs convergente est
convergente.

Une série a termes positifs divergente diverge vers +o,

Une série minorée par (ou dominant) une série divergeant vers +oo est divergente.

- Regle de Riemanrs'il existea > 1 tel que fu, - 0 (ou tout autre ré3| alors u, converge.
S'ilexistea < 1 tel que fu, - +o (ou tout autre réel non nylalors Zu, diverge.

5) Termes généraux équivalents. Utilisation desibppements limités

- Proposition: Si (u,) et (v,) sont strictement positives a partir d'un certain rang, et que u, ~ v,
(quand n — +)", alors les séries Zu, et 2v, sont de méme nature.

Corollaire : Si f et g sont strictement positives pour x assez grand, et que f~ g (quand x — +w),
alors 2f(n) et 2g(n) sont de méme nature. Il est alors possible d'utiliser des développements limités.

- Preuve: On suppose ,vpositive a partir d'un certain rang e >0, ON tel que re N = |w/v,- 1| <g, c'est-a-dire, d'apres I'hypothése
de positivité : (1 €)vy < U, < (1 +€)v,,. On somme ensuite a partir de Al fin est évidente en faisant tendre N van§ii.
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- Exemplese ZIn(1 + 1/n) On peut en outre utiliser cette série pour domnertroisiéme démonstration de la
divergence de la série harmonique, en utilisanta)lr In(b) = In(ab) dans les sommes partielkeste( de
télescopage

) 21 1 1 2 , . .
® Soit y = kzlp -In(n) ; on pose W= W, - Uh.y =7 + IN(1-7). Alors : y, = kZlvk : I'étude de la limite de la suite

. . R . -1 1 .
(u)) estidentique a la recherche de la somme déria 2 v,. Et comme y=3+ 0(};), alors la suite ()
converge.

- Remarque Si la suite est alternée, il est possible dsgtil les développements limités, par exemple dans |

. . b 1 N , . .
cas suivant : Si (-1)".%1 +12+0(z) ou aetb sontdes réels strictement poslfss : 2 u, converge :

. b 1 . . T .
Soit =W, - (-1)”.%1 et w, = (-1)”.%; alors : v =1+ o), comme c'est nécessairement positif a partir d'un
certain rang, on peut appliquer le théoréme &, et en déduire sa convergencEn%(: b'T“Z). En outre : 2w,

converge 4 - aIn(2) ; on en déduit que_ u, = 2 (v, + W,) converge.

6) Télescopage. Critere de d'Alembert. Critére igphéles séries alternées

Le télescopage (appelé aussi : sommation en dominobéit a des régles trés précises ; par exemple :
n

;‘b(ukn - Uk) = Un41 - Uo.

. L L. 1 o1 11
-Exemple Si s est la série de terme géneérak i 7 (on écrit :nz—_lz%.(n—_l-n )

® On appellesérie lacunaireune série dont le terme général s'annule uneitinfie fois. Le critere de
d'Alembert ne peut pas s'appliquer a ce type de sésies < les termes non nuls possédent des inditgeagression
arithmétique, auquel cas on l'applique a une saximeaité.

Un+1
Un

Un+1

Critéere de d'Alembert : lim U
n

On ne peut pas conclure si noo
cette limite vaut 1.

<1 = Zzu, converge lim

n- oo

>1 = Zzu, diverge

- Preuve: on suppose que tous les termes sont strictemeitifp@spartir d'un certain rande(cas des termes qui changent de signe est
traité au paragraphe B Si la limite de cette expression est strictenmefgrieure a 1, ca signifie qu'il existe un rahg a partir duquel tous
les rapports wi/u, sont strictement inférieurs & [Lexiste alors un réel q tel que : <\ = 0< Un/u,<q<1.Alors:

Uy + Wt + o+ Wen S Un(L + g + g2 + ... +79, qui converge.
La preuve est la méme si tous les termes sontif@gatartir d'un certain rang. Si les termes & pas de signe constant, dans le cas de la
convergence on montre alors que la série est absoluiconvergente et on utilise le théoreme adémtéatu §8).
Pour la divergence on procéde de la méme facorélutdmais il n'y a pas besoin de faire les sommesarrive a Yuy| < |uvn| et il s'en
suit que le terme général ne peut pas tendre @elPar suite, cette démonstration est valide avedatenes de signe quelconque.
On fait une démonstration analogue si la limiteirfiie.

- Remarque On peut quelquefois appliquer le principe de cerie avant méme de passer a la limite : S'il
un+1
Un

existe un réel q tel que pour tout n a pattindertain rang : 8 <q<1, alors la série de terme général

u, converge. I(s'agit dans ce cas du théoréeme de comparaisenume série géométrique ; on peut aussi l'appliduedté divergebt

3 Jean le Rond d'Alembert : 1717-1783.
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- Exercice: Soit les deux suites Juet () ; montrer que s'il existe un rang N a partiqaiel, pour = N :

U V, . .
—J”s—v"*l alors Ev, converge= Zu, converge) etu, diverge = v, diverge)
n n

(a2 Steao ). Ce résultat peut raccourcir la démonstration dutéme de d'Alembert

Critére spécial des séries alternées (critere de Leibni®) : Si  (u,) est positive, décroissante et
converge vers 0, alors Z(-l)nun converge.

n
- Preuve: Soit §= é(—l)"uk ; les deux sous-suites des termes de rangs painpairs sont adjacentes. En effet,

la sous-suite des termes de rangs pairs est deantés: .2- Sn = Wne2- Wone1 < 0, tandis que la suite extraite
des termes de rangs impairs est croissantg.; SSn.1 = Wy - hns1 > 0 €n outre, la différence des deux tend
vers 0 car: - Sni1= Wntt.

Et comme &.1 £ S, les deux sous-suitesu(suites extraitgssont adjacentes et admettent une limite finie
commune qui, par conséquent, est la limite deite s8, donc : la somme de la série.

- Exemple La série harmonique alternée.

- Remarque Il est possible de transformer une telle sérieupe série de termes positifs en regroupant les
termes par deux : (Lon + (-1 Uonst = Upn - Upner = O.

7) Comparaison a une intégrale

Y, & =1=)

utl nt+1 n | 0
0 < [, foadx < TR < (@) + [ oo

kglfgk) < ["F(x)dx < éf(k) <7 fxdx]

]
™ —— -
| u | ] u n n
o

2 atl n n+1

a est un entier naturel, f est une fonction définie, continue, décroissante et positive sur [a, +oo[.
(On fait les démonstrations avec le méme schéméegisgries de Riema)in

PropositionThéoréme de Cauchj) : ].af(x)dx et 2.f(n) sont de méme nature (aON).
n=a

n+1 n+1 n n 0 o ) 0
Avec:| X f(k)< [, foodx < 2f(k) < (f(a) + [ fo0dx) ; et : 2 f< | fx)dx < 2.f(k) < | fxdx.

* Gottfried Wilhelm Leibniz : 1646-1716
5 Augustin-Louis Cauchy : 1789-1857.
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8) Séries absolument convergentes

2u, est absolument convergente si et seulement si 2 |u,| est convergente (vrai dans C).
Proposition Toute série absolument convergente est convergente.

- Preuve: Dans le cas régsoit : Z|u,| CV,et: y={u, si 4,20, 0 sinon} w,={-u, si y, <0, O sinon} Alors:

> |u| =Zv, + Zwy, ces derniéres séries, a termes positifs, conmedpac. Il en est alors de méme He, = Zv, - Zw,,.

Dans le cas complexe :, g x, + iy,. Alors, la série de terme général,| |Llest majorante des séries de termes généraux
respectifs | et |y|, ce qui implique que les séries de termes gérémspectifs x et y, sont absolument convergentes,

ce qui implique a son tour la convergence de l&e s#e terme général ,.U(En outre, une série absolument convergente est
sommablg.

- Exemple la série de terme généna) = €"®/n2 est absolument convergente donc convergente.

Définition : Une série convergente mais non absolument cgamee est dite « semi-convergente » ; c'est le
cas par exemple de la série harmonique alternée.

- Exemple La série de terme généra), =u(-1)n/n“ est absolument convergentecsi> 1, et semi-convergente
Ssi0<a <1 (etgrossierement divergente sijon

- RemarquesAvec ce type de séries, les deux suites peldteatéquivalentes sans que les séries associées

. N n n n

soient de méme nature ; exemple, =u-1) /\/?1 et v =(1) /(\/?1 + (-1)) (la premiére est convergente mais pas la
secondedvec un DL d'ordre 1, conformément a la derniémasgue du chapitie; en outre la valeur absolue de son terme gén&si pas
décroissante, elle est égale a 1/(1 - n) +”~(/-_EI})(n - 1)) .

¢ Ce théoréme permet de compléter la démonstratiamitre de d'Alembert dans le cas de la conversyedn
constate au passage que les séries convergearepoiteére de d'Alembert sont absolument convergen

9) Etude du reste d'une série alternée, majoratiominoration

Soit (u,) une suite décroissante de termes positifs, telle que la série Z(-l)nun converge (d'aprés le
théoréme du paragraphgch en déduit qu'on a bien, 10). Alors :

2n+1 ) 2n

IHCITEDNSITEDNE T S I DICIATH T

- Preuve: L'inégalité $,.1< s< S, est une conséquence directe de l'adjacence dessdes-suites de rangs pairs et
impairs. Par suite : BRy,=S-S$12 Sni1- Sn=-one1s €6 € R11=5 - $n1S Son- Snt = pne
(Remarque Sn1< S Sy pour tout N= Sn < S< S la largeur de la premiére inégalité est.aicelle de la secondez,]uz).

- Exemple La série de terme général EHJ)B est convergente et on peut majorer le restomtaitre son
+1
signe : R est du signe de (—nl) et |IR|<1AIn+1.

10) Compléments

- Exemple importantSoit 8 0 2kruz ; alors > em/n" converge pour touti > 0 i 6= on retrouve la série

harmonique alternde Cette série diverge poun = 0 de fagon évidente si on considére I'exprasg® Z cos(l0)
donnée au début.

Plus généralement, si fa,, est positive décroissante et tend veyslors :;a\q.é”e converge.
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n n n n n-1 n-1
- Preuve: soit § = g‘beks. Ona: gla(.e'k" = g;a(.(S( -Sa) = glak& - g‘ba(ﬂ.& = gl(ak - &) *+ &S, - & (transformation d'Abgl On
considére maintenant la série de terme général (& - a..1).S,, dont on va montrer qu'elle est absolument coreresy:
Comme $= (1 -é™¥)/(1 -€°), alors |§ < 2/|1 -€°] = 1/|sin@/2)] ; d'ou :

5 (8- S < 3 (30 - 3e2)/ISIN@I2)| = (@ - a)Isin@12)] < adlsin@2)]

La série de terme général,||vest a termes positifs et majorée donc conveegelu il résulte que la série de terme génépalcanverge
Vers une somme.

n n-1 &
Finalement : . &.€"" = X v + 8.5 - a, d'oli 'on déduit :;aq.e"“ =0 - &. La série converge bien.

- Notations de Land&u On se place au voisinage dg (XRO{-, +0}, et on écrit % X, pour signifier

que X appartient a un voisinage de sil est réel, ou que |x| est trés grand siAtos :
g=0(f) = g estdominée par & Ok [O]0, +oof, (X=X = |g(X)|< k.[f(X)]).
Exemple E(X) =X+ O(1) §<x-E(x) <1= x-E(x)=0().
g=0(f) = g estnégligeable devant < )I(imog(x)/f(x) =0 = g <<f (otation de Hard).
= |l existe une fonctiore telle que : g(x) =(x).f(x) avec )|(iETX10 e(x) =0.
Ecriture : L'égalité de deux o ou deux O n'est pasgmeségal conventionnel, c'est plutdt une équivalenc
o(f) = o(g) signifie: h=o0(f)= h=0(g)
Conséquence o(f) = f.o(1) €ar g=f.o(1)~ Dune fonctione telle que g(x) = f(xk(x) avec )(Iifr)](oa(x) =0).

Cas particulier: f=0(X") = il existe une fonctiore telle que f(x) = Xg(x) avec )I(im g(x) =0.

Proposition: g = o(f) = g = O(f) (ar définition de la limite, poug >0, dans un voisinage convenable x = |g(x)|< £.[f(x)]).

Pour m< n, au voisinage de 0: f=djx= f=0(X") (car lim f6/x" = 0 = lim f6)/x™ = lim x"™.f(x)/x" = 0).

Produit: OkOR, k.o(f) = o(k.f) = o(f) §=o(f) - Jlim g0/ =0 < ).

Plus généralement : o(fg) = f.o(gar( o(fg) = fg.o(2).
Cas particulier au voisinage de 0™.o(x") = o(X"™™), etsi me n: Xx™.o(X") = o(X"™).

Somme Il faut d'abord analyser le sens de I'écrito® + o(g) ; toute fonction h = o(f) + o(g) aste somme

h=h+h avec h=o(f) et h=o0(g)
Au voisinage de 0: mn = o(X") + o(X) = o(X" + X") = 0(X") (car h=0(x) = h=o(x").

. 1
Quotient: T5ey =1+ 0(%) (car T =ﬁ_e(x)= 1-Xe(X) + 0(X.£(X) = 1+ 00) + 0(0() = 1 + o).

P P p-m
St m<inf{n, p}, xm+x—o()(‘) =™+ 0(X"PM) (car g ogy =TT oprm = X (L + 008 ™) =X + 0(¢E)

. P+o(¢ ) inf( -m. N+ -m -
Si msn et nEp<q, H?% =xPm4 o(>dnf{q m, n+p 2m}) (car :;:g((ﬁ)) :x*’l ++Oc(>)g>%"5 = 0™+ 0(E™).(1 + 0(X™)).
Dérivation: Au voisinage de &si f estde classe'Gvec f=o0(® et nx1, alors : f=o(X"}).

- Preuve: comme Iig{%)'z 0, n>1, et f de classe *Calors Iir;rf(x) =f(0)=0 et Iir;rf'(x) =f(0) = Iingi(f)-z 0.

oo f . . f
(f=0o(X) = f=0(1) et f=0(x). Ainsi : ||n;|%)'= “ngﬁ_)():‘#: ||ng%n¥12= 0.

5 Edmund Georg Landau : 1877-1938nd pas confondre avec Martin Landau ou Julietlaarqui sont acteu)s
" Godefroy Harold Hardy : 1877-1947
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-Equivalence f~g = f-g=o(g); f~g= f=0(g) et g=0O(f) ; f~g=> of) = o(g) et O = O(g) ;
F~G= F+f~G+f; f~getF~G fF~gG,; F~Getf=0oF> F+f~G

-Théoréme de comparaison
[u, =0o(w,) ou O(y)] et Zv, converge= 2 u, converge.

[u,=0o(w) ou O(y)] et Zu, diverge= 2v, diverge.

- Remarque Soit f(n) = 1/n/?1 ;alors f=o0(1/n) ef(n) converge. Soit f(n) = 1/n.In(n) ; alors fofl/n)

et 2f(n) diverge €ar I:#’Ex): +00, en posant u =In() On ne peut donc pas conclure en ce qui conc&m@/n) ; il

conviendra donc de pousser les développement®$iritun ordre strictement supérieur a un si on prewtver

la convergence d'une série par cette méthgaedntre, I'ordre un ne pose pas de probléma seat prouver la divergenge
car on est s{r que, pour > 1 : Zo(1/rf') convergebien qu'on évite cette écriture car « petit @>ésigne pas

des nombres mais des équivalents. Sinon, on poéorie : a > 1 = Zo(1/rf') = O(1).

"Un corps est un ensemble muni d'une additionueiednultiplication stables dans cet ensemble. litimtiddoit étre commutative,

associative, posséder un élément neutre noté&@uteélément de I'ensemble doit posséder un opjhas@ultiplication doit étre associative,
posséder un élément neutre noté 1, et tout élémeenhul doit posséder un inverse ; si elle estles gommutative, on dit qu'on est dans un
corps commutatif. La multiplication doit en outteeédistributive par rapport a I'addition.

" Une application est une relation d'un ensembléégart dans un ensemble d'arrivée telle que téutait de I'ensemble de départ possede
une et une seule image dans I'ensemble d'arrivéte @otion est synonyme de celle de « fonctioAutrefois on les distinguait en
attribuant aux éléments de I'ensemble de déparédanction : « au plus une image » ; ainsi, umetion devenait une application dés lors
gu'on considérait sa restriction & son ensembtiédrition (qui, & ce moment I&, s'appelait : dameaile définition).

il Synonyme de : « sous-ensemble ». L'ensemble dtsspdiun ensemble E est notéZ(E).

v C'est comme lorsqu'on écrit : soit x tel que 2k + 1 =0; alafois x estune inconnueldatit déterminer, et la c'est le nom « x » qui
prime, et a la fois c'est le nombre 1

¥ Un réel strictement positif a peut étre élewiha puissance complexe de la facon suivant®”: =@, (cos(y.In(a)) +.sin(y.In(a))) (o

X et y sontdes réels).

V1 im uy/v, = 1; et surtout paslim (u,-v,) =0, car 4=n+1 et y=n+ 2 ne seraient plus équivalentes, tandisguel/n et y=1/n2
n-oo

n-co

le seraient.



